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Introduction

Le probleme de filtrage consiste A estimer a chaque instant ¢, une fonction-
nelle p(X;) d’un processus non observé {X,;t > 0} au vu des réalisations
jusqu’a I'instant t du processus observé {V;; t > 0}. L’estimateur optimal au
sens de la moyenne quadratique étant 'espérance conditionnelle E(p(X,)|)})
avec ), la tribu des observations jusqu'a l'instant ¢, on cherche donc 2 car-
actériser la loi conditionnelle de X sachant ).

Jour un systeme linéaire gaussien, il est bien connu que la loi condition-
nelle est gaussienne et que sa moyenne et sa variance sont respectivement
solu ion d’une équation différentielle stochastique linéaire et d’une équation
de Rircati. Ce filtre a été proposé dans les années soixantes par R.E. Kalman
et R.S. Bucy [16]. Pour les besoins des applications pratiques, ia théoriz Ju
filtrage linéaire a été étendue sans justification mathématique rigoureuvse aux
systemes non linéaires et le filtre de Kalman étendu (cf.[14]) est I'algorithme
le plus fréequemment utilisé par les ingénieurs notamment dans le domaine
de I'aérospatiale. Cependant, ses résultats peuvent étre tres mauvais. Dans
{33], on trouve des exemples ot le filtre de Kalman étendu est inefficace.

Dans le domaine théorique, des équations aux dérivées partielles stochas-
tiques décrivant I'évolution de la loi conditionnelle et de sa version non
normalisée lorsqu’elle existe, ont été déveioppées par de nombreux auteurs
(cf.{20], [38], [11], [23]). Mais en ginéral, la résolution numérique de ces
équations pose de grosses difficultés, particulierement pour les systemes de
grandes dimensions. D’autre part, des travaux récents (voir par exemple
[4], [27]) ont mis en évidence qu’il y a tres peu de situations ou la loi condi-
tionnnelle peut étre caractérisée par un nombre fini de statistiques récursives.
Donc, il est intéressant d’obtenir des filtres approchés de dimension finie,
facilement calculables et d’étudier des situations pour lesquelles le probleine
de filtrage non linéaire peut étre résolu asymptotiquement.
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Ces derni¢res années, les problemes asymptotiques lorsque le bruit d’ob-
servaticn tend vers zéro ont suscité beaucoup d’intérét. Lorsque la fonction
d’observat.on est injective, sous certaines hypothéses de régularité, il a été
montré que la variance conditionnelle est asymptotiquement nulle et plusieurs
filtres approchés ont été proposés (cf. [18], [30]-[32], [2], [15]). Dans ce
contexte, J. Picard dans [31] et D. Ji dans [15], ont prouvé que le filtre de
Kalman étendu étrit eficace. Ceci ne sera plus le cas dans les situations que
nous nous proposons d’'étudier.

Dans cette thése, nous nous intéressons a des problemes de filtrage “liné-
aire par morceaux” avec petit bruit d’observation dans le cas ou la fonction
d’observation est non injective. Notre ¢tude s’inscrit dans le cadre général ou
le processus a estimer {X,; t > 0} a valeurs dans IR" est une diffusion dont
le coefficient de dérive est cuntinu et linéaire par morceaux et le coefficient
de diffusion est constant par morceaux. On observe le processus {Y;; t > 0}
i valeurs dans IR, définu par

t
Y,:/O h(X,)ds + eW,,

ou la fonction d’observation h est continue et linéaire par morceaux, {W,; t >
0} est un processus de Wiener non nécessairement indépen-dant du signal et ¢
est un parametre supposé petit. Si nous désignons par {O,},=1, la partition
polyédrale de IR™ sur laquelle e:* défini le problime lineaire par morceaux, a
chaque ©;, on peut associer un probl2me Jinéaire (P,) avec condition initiale
non gaussienne.

En exgloitant le fait que I'obsert ation est faiblement bruitée et la linéarité
locale des systemes considérés, sous certaines “hypotheses de détectabilité”,
nous proposons des filtres sous-optimau < faciiement calculables et nous ob-
tenons des résuitats asymptotiques lorsque € tend vers zéro. Nous travaillons
sur un intervalle de temps [0, 7] fix: et de manicre générale. nos estimations
ne sont pas uniforme en t.

Dans le cas d’un processus d'état umaimensionel avec un coefficient de
diffusion constant et sous '’hypothese d’indépendance des bruits d’évolution
et d'observation, W.1IL. Fleming, D). Ji et E. Pardoux ont montré dans [7] que
sous une certaine “hypothese de détectabilité” que nous noterons (HD1), on
peut construire un filtre approché de dimension finie qui utilise une batterie
de 1 filtres de Kalman-Bucy et une procédure de deux tests statistiques.
Un premier test permet de détecter les intervalles de temps <ar lesquels une




traj~ctoire t -+ X, prend ses valeurs loi~ des points critiques de la fonction
h et sur ces intervalles, 1 second test permet de décider lequel des [ filtres
de Kalman-Bucy suivre.

Cet algorithme repose sur I'idée snivante: durant les intervalles de temps
sur lesquels une trajectoiret — X, prend ses valeurs loin des points critiques,
si la variance conditionnelle est petite, la densité .ic la loi conditionnelle
n’a qu'un seul pic significaiif et elle s’approche d’unc densité gaussienne.
L’hypotheése (HD1) est une condition suffisante pour que cette situation
soit vérifiée. Nous remarquons que cette hypothese n’intervient pas dans
la détection des intervalles de monotonie de la fonction h. Dans [9], une
approche similaire a été développ<~ par W.H. Fleming et E. Pardoux dans
le cas d’unc fonction d’observation monotone par morceaux. Cctte idée de
base constitte ie poirt de départ de notre travail.

Cette these se compose de trois chapitres qui peuvent étre lus indépen-
damment

Dans le chapitre I, on traite le cas dim X = dim ¥ > 1. Notre motivation
principale est de considérer iorsque 'hypothese (HD1) r'est pas vérifiée, une
autre situation ou la variance conditionnelle est faible. On étudie en détail
ie cas | = 2. Scus des hypotheses dites du type (2), nous proposons le méme.
type d’approximations du filtre optimal que dans [7]. Sur les intervalles de
linéarité de la fonction h, les tests statistiques permettant de décide- sur quel
polyedre de la partition la trajectoire t — X, prend ses valeurs, sont de l«
forme rapport de vraisemblance. lls sont construiis a 'aide du théoreme de
Girsanov.

D’autre part, nous étendons les travaux de W.H. Fleming, D. Ji et E.
Pardoux {7} a une équation de dynamique linéaire par morceaux plus générale
et dans le cas dim X = dim Y > 1. Ceci nous conduira a introduire des
hypotheses dites du type (1) incluant (HD1). La principale difficul’é de
cette extension réside dans le fait que le coeflicient de diffusion n’est plus
supposé constant mais cons'ant par morceaux. Nous ne pouvons pius par
ur simple changement de probab.lité écrire le problzme de départ sov: forme
linéaire. Nous devons introduire un processus d’état intermédiaire avec un
coefficient ce diffusion consiant.

Les erreurs d’approximaion du filtre optimal sont .stimées. La différence
majeure entre les deux tynes de situation: étudiées est que lorsque ¢ tend
vers zcro, sous les hypotheses di: type (1), les probabilités d'erreur des tests
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convergent vers zéro tandis que sous les hypotheses du type (2), elles con-
vergent vers une quantité dépendante de la longueur de l'intervalle de temps
sur lequel est prise une décision. Dans le second cas, les tests ne décident
correctement que sur des intervalles de temps suffisament longs.

Les résultats obtenus ont 4té étendus au cas ! > 2 en supposant le co-
efficient de diffusion constant. Par sa construction, le test de détection des
passages det — X, par les frontiéres des polyédres O, devient trés pénalisant
des que [ est grand. Dans ce cas, ces procédures ne sont intéressantes que
lorsque les valeurs prises par la fonction A autorisent le découpage de leurs
domaines d’application.

Ceci constitue une limitation & I'utilisation de nos résultats pour la con-
struction de filtres sous-optimaux pour un probléme de filtrage non linéaire
quelconque en approchant les coefficients par des fonctions linéaires par
morceaux. Par ailleurs, nos résuitats peuvent s’adapter a des problemes de
filtrage non linéaire avec une fonction d’observation injective par morceaux

(cL.[9))

Dans le chapitre 11, les algorithmes présentés dans le chapitre précedent
ont été mis en ceuvre dans le cas particulierou [ =2, dim X =dim Y =1 et
en supposant le bruit d’observation indépendant du signal. Nous adaptons
notre étude en temps continu au temps discret. Ce travail a été fait en
cullaboration avec P. Milheiro de Oliveira.

En dimension un, les deux types de situations considérées se résument a
deux hypotheses (H D1) et (H D2). Nous nous intéressons principalement a
la situation ol (H D2) est vérifiée, la discrétisation du probleme sous (H D1}
avan! déja été traitée dans [8). Les formules explicites permettant de cal-
culer les bornes des différents tests ainsi que les temps moyens d'attente
pour prendre une décision sont justifiées par un raisonnement heuristique en
approchant corime dans [8], certains processus discrets par des diffusions.

Nous étudions sur divers exemples le comportement des filtres proposés
par rapport a ceux du processus a estimer et du filtre optimal obtenu de
fagon approchée par résolution de I'équation de Zakai discrétisée (cf. {22]).
Nous comparons les différentes procédures permettant d'obtenir ces filtres
approchés et étudions 'influence de certains parametres du systeme sur
leurs performances. Ouv vér.fie notamment 4ue les temps moyens d’attente
théoriques et empiriques potr prendre une décision sont plus grands sous
Phypothese [+ D2) que sous ( H D1).
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Dans le chapitre ili, nous abordons le cas dim X > dim Y en étudiant
une classe particulifz¢ de problemes. Dans ce contexte, pour adapter les
idées déveioppées précédemment, nous devons trouver des situations pour
lesquelles la variance conditionnelle est petite sclon les directions de découpage
de la partition.

Dans le probleme linéaire partiellerr ent observé avec petit bruit d’obser-
vation, S.S. Sachs montre dans [34] qu'uniquement les composantes directe-
ment mesurées du processr:s d’état ont une variance conditionnelle asympto-
tiquement nulle lorsque ¢ tend vers zéro. Dans notre optique, ne sont donc
intéressants que les problémes ou les composantes de X, correspondantes
aux directions de découpage sont directement mesurées dans les problemes
linéaires (P,) associés a la partition.

Dans ie cas traité, on suppose dim X = 2, dimY = 1, = 2 et on
prend pour direction de découpage le vecteur (1,0)" € IR?. Le processus de
diffusion {(X;(t), X2(t))*; t > 0} a estimer, a un coefficient de dérive linéaire
par morceaux et un coefficient de diffusicn constant. Il est observé par un
processus unidimensionnel faiblement bruité défini par

Y, = /O'h,(x,(s))dwew.,

cu la fonction h, est supposé non injective et le processus de Wie..er {W,; ¢ >
0} indépendant du signal. La non linéarité du systeme dépen.. uniquement
de la composante du processus d'¢tat pouvant étre estimée de facon précise,

L’algorithme décrit dans ie chapitre I sous I'hypothese (HD1), permet
de yroposer sur l'intervale de temps [0,T]. un filtre approché X,(t) pour
la composante X;(t) I n'en est pas de méme pour X(t). Dans I cas
linéaire, la composante du filtre de Kalman-Bucy qui lui correspond n’est
pas a “mémoire courte” comme dans le chapitre I, Pestimction de X ,(t)
nécessite la connaissance de toute I'histoize de I'observation jusqu'a 'instant
t. En s'inspirant du cas € = 0 et du fait que sous les hypotheses émises, la
loi condit: nelle de X,(t) sachant (X (s); 0 < s < t) est gaussienne. on
cor: truit a ..-rt'r de X,(¢) up filtre approché pour !a composante X,(¢).

Lorsque . — 0, on montre que l'erreur d’approximation de X,(f) est
asyaptotiquernent nulle et que celle de X,(t) est asymptotiquemeat optimale
au sens ou elle converge vers 'erreur de filt age du processus {X;(t); t > 0
observé par {X(t); t > 0}.

Tout au long de ce traviil, I'hypothese d'un grand rapport signal/bruit




est fondamentale. Lorsque cette hypothése n’est pas vérifiée, une approche
différente du probléme s’impose. Nous signalons que C. Savona a proposé
dans [35], un autre type d’algorithme pour obtenir des filtres sous—optimaux
en discrétisant le temps et en exploitant le caractere linéaire par morceaux
des coefficients dans le cas dirn X = dim Y.
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Résumeé

On considére un probleme de filtrage linéaire par morceaux avec petit bruit
d’observation dans ie cas ou la fonction d’observation est non injective. Dans
deux types de situations différentes, on construit un filtre approché de dimen-
sion finie, 4 partir de plusieurs filtres de Kalman-Bucy calculés en paralléle et
d’une procédure de tests. Dans le premier cas étudié, nos résultats étendent
ceux de Fleming, Ji, Pardoux [4] & une équation de dynamique linéaire par
morceaux plus générale.
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1 Introduction

On considére un cas particulier du probleme de filtrage non linéaire,
le probleme dit linéaire par morceaux avec petit bruit d’observation. En
général, le filtre optimal étant de dimension infinie, il est intéressant de
P’approcher par un filtre de dimension finie et d’obtenir des résultats asymp-
totiques quand le bruit d’observation tend vers zéro. C’est ce que nous nous
proposons de faire pour le probleme suivant:

X, = Xo+ ib(X.)ds + [ o(X.)dU,,
Y, = [Ph(X,)ds+eW,

ou {X;,t > 0} est le processus non observé , a estimer a l'instant ¢, con-
naissant les trajectoires jusqu’a l'instant ¢ du processus {Y;, ¢ > 0}. Les
processus {U;,t > 0} et {W,,t > 0} sont deux processus de Wiener non
nécessairement indépendants et le parametre € est petit.

Nous étudions le cas ol les processus {X;,t > 0} et {Y;, ¢ > 0} sont
n-dimensionels. Nous supposons qu’il existe une partition polyédrale finie
de R* , R" = U_,0;, telle que sur chaque polyédre ©;, les restrictions des
applications continues b et h sont affines, et celles de I'application mesurable »
constantes. Sur chaque polyedre ©;, le probleme s’écrit comme un probleme
de filtrage linéaire (P;) avec condition initiale non gaussienne.

Durant un certain intervalle de temps, si nous savons que la trajectoire
t — X, prend ses valeurs sur un et un seu! polyédre ©;, il semble naturel
d’approcher le filtre optimal par le filtre de Kalman-Bucy (FK;) correspon-
dant au probleme (P;). Dans le cadre de cette étude, le filtre (FK;) étant a
“mémoire courte” quand ¢ tend vers zéro, la condition initiale est sans impor-
tance. Nous devons donc construire deux tests: I'un permettant de détecter
des intervalles de temps durant lesquels une trajectoire ¢ — X, prend ses
valeurs sur un et un seul polyedre ©;, ¢ = 1,...,[, autre permettant de
déterminer lequel. Ce deuxieme type de test ne peut étre construit que dans
les situations ol la variance de la loi conditionelle est petite tout au moins
dans certaines directions.

Pour € petit, on peut déduire de 'observation, une approximation de
h(X,). Silapplication h est injective, on obtient donc une estimation de X,.
Les résultats de J. Picard [12]-[14] montrent que dans ce cas et sous certaines
hypotheses de régularité, la variance de la loi conditionnelle est petite et que
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le filtre de Kalman étendu est une “bonne” estimation. On s’intéresse a
la situaticn ol la fonction d’observation h est non injective. Dans ce cas,
la variance conditionnelle peut étre grande et nous n’obtenons une bonne
approximation que sous deux types d’hypotheses.

Supposons que A(©;) N ~2(O;) # @. Les hypothéses dites de type (1)
permettent une discrimination des systémes de filtrage linéaire P; et P; par
les parties martingales des systemes. Sous les hypotheses dites de type (2),
la différence est mise en évidence par les parties a variations bornées.

Dans le cas unidimensionel, les deux types de situations considérées se
résument en deux hypothéses. Nous les présentons dans le cas simple ou
€ = 0 et les coefficients s’écrivent:

b(ﬁv) = B-El(;((}} + B+$1{220},
o(z) = Z_lizcoy + Zalizo)
h(l) = 11'...1‘1(:«_)} + H+I1{zzg},

avec H_H, < 0. Dans ce cas, h(X;) est observé exactement, mais il n’est pas
toujour: possible de déterminer le signe de X, (!). Nous savons le déterminer
sous deux hypothéses:

(HD1)  H25? # H2E2,

Dans ce cas, la variation quadratique du processus h{X;) nous indique le
signe de X,.

(HD2)  H'E! = HIS2 e\ B_ # B,.

-t

Dans ce second cas, la variation quadratique de h{X,} ne donne aucune in-
{ormation sur le signe de X,. Néanmoins, si nous sypposous que &f dY‘ # 0 pour
t € [a, 8], nous savons que soit X, > 0 pour tout ¢ € [a, b}, soit )\, < 0, pour
tout £ € [a,b]. Posons y, = h(X,jet I = |H; 04! = |H_o.}, nous avons:

(+) ¥e = 9a + f; Byusds + D(UF = U}),
ol dans le cas {X; > 0, t € [a,b}}, le processus {U}t -~ U} ,a <t < b}
est un processus de Wiener standard.

() e =ya+ f; Boy,ds + (U ~ 1), ‘ ;
ol sur {X, <0, ¢ € [a,b]}, le processus {U7 ~ U, a <t £ b} est un
processus de Wiener standard.

par exemple lofsque h(x) = |z}, b= 0, o = 1.
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Vi que B. # By, un test du rapport de vraisemblance nous permet de
décider entre les deux alternatives. La statistique de test sécrit:

B+ - B_ b Bi_ B?- b 2
I\2 -/‘; yldys - 2112 ‘/a yads'

On note que la différence majeure entre la situation sous (HD1) et celle sous
(HD2) est que sous (HD1) une décision correcte peut étre prise instantané-
ment (tout au moins théoriquement) sur I'événement {y; # 0, a <t < a+6},
§ > 0, tandis que sous ( HD2), la probabilité de prendre une décision correcte
tend vers un quand la longueur de I'intervalle d’observation sur lequel y, # 0
tend vers 'infini!

Dans le cadre général, nous introduirons deux hypothéses semblables a
celles décrites ci-dessus (cf. paragraphes 4-5), pour construire respective-
ment sous (HD1) et sous (HD2), un test de choix sur les accroissements
de I'observation. Nous considérerons deux nouvelles hypotheses respective-
ment du type (1) et (2), (HD1) et (HD2) (cf. paragraphe 6), sous lesquelles
nous proposons un test de choix sur les sorties des filtres de Kalman-Bucy.
Comme dans I'exemple précédent, la qualité du test de choix ne sera pas la
méme dans les deux types de situations. Il faut beaucoup plus de temps pour
prendre une décision correcte sous le second type d’hypothéses que sous le
premier.

Danslecasn =1, 0 =1 et avec 'nypothése d’indépendance des bruits
d’évolution et d’observation, notre probleme a déja été considéré sous (H D1)
par W.H. Fleming, D. Ji et E. Pardoux [4]. Sous une adaptation de I'’hypothése
(HD1) au cas ol k est monotone par morceaux, le méme type de probleme
a été traité dans [6]. Dans [4], les passages de X, par les points critiques de
la fonction d’observation h sont détectés, avec un probabilité proche de un,
par un test sur les accroissements de P’observation. Dans notre étude, nous
montrons que comme dans [6], ol la fonction h est réguliere, un test peut étre
construit sur la sortie d’un des filtres de Kalman-Bucy. Le fait de considérer
une équation de dynamique linéaire par morceaux plus générale que dans 4]
dans le cas n > 1, nous conduira a démontrer certains résultats différemment
et a introduire une autre hypothese du type (1) incluant I’hypothese (H D1).
Cependant la principale nouveauté de notre propos se situe dane la con-
sidération du probleme sous des hypothéses du type (2).

Ce chapitre est organisé comme suit:

I-5

ey »-i

R Lt R S LT IR )

[T

B
VSRV

-

ey
b

|
e
|

FA SR

R RO

e

H




e i o b~ mm

Dans le paragraphe 2, nous formal‘<ons le probléme, posons les hypotheéses
et présentons des résultats préliminaires. Par la suite, nous étudions en détail
le cas I = 2. Dans le paragraphe 3, nous proposons un test sur la sortie
d’un des deux filtres de Kalman-Bucy qui nous assure, avec une probabilité
proche de un, que la trajectoire t — X, prend ses valeurs sur un et un
seul polyedre ©; durant lintervalle de temps [a,b]. Il reste & savoir lequel.
C’est ce que nous nous proposons de déterminer dans les paragraphes 4, 5
et 6. Dans le paragraphe 4, sous ’hypothéss (HD1), nous présentons un
test basé sur la variation quadratique des accroissements des observations.
Dcns le paragraphe 5, sous I'hypothése (H D2), nous proposons un test du
type rapport de vraisemblance sur les accroissements des observations. Scus
(HD1) et (HD?2), un second test du ty;-e rapport de vraisemblance sur les
sorties des deux filtres de Kalman est dunné dans le paragraphe 6. Dans
le paragraphe 7, nous estimons l'erreur d’approximation du filtre optimal et
finalement, en supposar t le coefficient de diffusion constant, nous étendons
nos résultats au cas { > 2 dans le paragraphe 8.
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2 Formalisation du probléeme. Lemmes pré-
liminaires

On considere le systeme différentiel stochastique s~ivart:

Xt

Il

Xo + /0 “B(X,)ds + /0 " o(X,)dU, (2.1)

/ CR(X,)ds + & (TU, + T00), (2.2)

Yi

ou {Ui,t > 0j et {U;,t > 0} sont deux process.s de Wiener stardards
indépendants a valeurs dans IR™ et définis sur un esi;ace de probabilii2 filtré
(R, F, Fi, P) que nous préciserons ci-dessous, Xy ¢ .i une variable aléatoire
Fo—- mesurable de loi Ily, b et h sont deux applications mesurables de R"
dans R", o est une application mesurable de R® dans R" @ R*, Tet T
sont des matrices {n,n) et € est un paramétre réel positif. Deux cas sont
considérés : e =0ete>0.

Hypotheses:  On suppose que

(H1) X, est une variable aléatoire indépendante de {(U.,Ut),t > 0} et il
existe ¢ > 0 tel que

E(exp col Xol?) < +o0.

(H2) Les fonctions b, h appartiennent 2 C(IR";IR") et il existe une partition
polyédrale finie de R* , R" = U!_,0;, des matrices (n,n) B;, H,, &,,
1 <17 < let des vecteurs b;, h, € IR" tels que :
bz) = Tiy(Bix +b)le,(z)
i Sile,(z)
£=)(”,‘.’lt + h,‘)le.(.’r).

o(z)
h(z)

(H3) la fonction h est non globalement injective.

(H4) H; est inversible , £;Z? est définie positive , 1 <i <.
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(H5) TY*+TT* = I, et TT* est définie positive.

On pose ) = 2, = C(IR*; R") . Soit & = Oy x N, d’élément générique
w = (wy,ws), F sa tribu borélienne, F = F; @ F, {(X;,Ur)*,t > 0} le
processus canonique sur {2

(Xe, Up)(wr,w2) = (wi(t), (1)),

et (Fi)epo la filtration naturelle du processus canonique .

Les hypothéses ci-dessus entrainent d’aprés R.F. Bass et E. Pardoux [1],
I'existence d’une unique probabilité PX sur (€, F;), solution du probleme
de martingale associ¢ a ’équation (2 1) avec condition initiale Il. Il existe
alors un processus {U;, ¢t > 0} PX-Wiener standard & valeurs dans R" tel
que {X;, t >0} est donné par (2.1). On définit sur  la probabilité suivante :
P = PX®P avec P la mesure du Wiener sur (,, %;). Notre espace de proba-
bilité sera alors (2, F, F;, P). On remarque que le processus d’observation
{Y:, t > 0} défini par (2.2} dépend de ¢ , mais pour simplifier les notations
nous omettons de le noter en ii:dex .

Réécrivons le probleme précédent sous une forme plus usuelle :

{x, = Xo+ [ b(X.)ds + [ F(X)AY, + ff g(X.)dW,,

c (2.3)
Y, Lo h(X,)ds + eW,,

A

ot {(Vi, Wy)*, t > 0} est un processus de Wiener standard a valeurs dans
R*" défini par

Vi = (L =10, -T'W,)
W’, = TU, + TD{

et
f(X) = a(X)(I -1,
g(X!) = U(Xg)’r..
FiF; +GiG; = LE;, Vi= 1,1

D’aprés les hypothéses (H4) et (H5), la matrice F, est inversible, Vi =
N}

Pour : = 1,.--,[ considérons le filtre de Kalman-Bucy (FK;), le filtre
optimal du probléeme de filtrage linéaire (i):
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Xe = n+4 [(BiX, + b)ds + [s FidVi, + [y GidW,,
Y, = [J(H:X,+ h)ds+eW,,

ou 7 est un vecteur aléatoire suivant une loi normale de moyenne et de va-
riance égales a celles de la condition initiale de 'équation (2.1).

Soit X? ¢, Pespérance conditionnelle de X, et R la matrice de covariance
conditionnelle, pour tout ¢ > 0, Ri* est solution de I’équation de Riccati:

Ri* = 5.5} + B:RY* + R* B} ~ (K)(Kiy (24)

avec K} = LRi*H? + G; . L'équation (2.4) se réécrit:
.. 1 . . . .
R = FiF; +(Bi~ [GiHi) R + Ri*( B —éG;H;)‘ - -612-12;" H* H:R*. (2.5)

D’apres W. Murray Wonham (cf.[15] [th12.2]), les hypothéses (H4) et (H5)
assurent l'existence et I'unicité d’une solution stationnaire Ry > 0. On a:

FiF? + (B ~ SGiH)RS + RiS(B; ~ 1GiH:)" ~ SRSHIHRS =0 (26)

et une formule explicite pour I'équation (2.5) :
-1

R = R+ oA (R — Rig)™ + [ ebA(izHgetaiods] ety

avec A; = eB; — Ki H; et K}, = 1RiH? + G;. Introduisons la définition
sujvante:

Définition 2.1 Une matrice M appartenant ¢ IR" @ R" est dite stable, si
toutes les parties réelles de ses valeurs propres sont strictement négatives.

Vu que le systéme (i) considéré est observable et commandable, d’apres [15]
[th12.2], la matrice A; = £B; — K!_H; est stable.

L'intégrale [y e¢4* (H; H; )etAi* ds est donc bornée sur ¢ € [0, +oo et on
obtient la vitesse de convergence vers la solution stationnaire :

|RY* — Rig| < ke ™", k> 0. (2.7)
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avec p; > 0 tel que pour un certain g > 0,

sup { parties réelles des valeurs propres de la matrice A;} < —pi <0,
0<e<eo
Montrons que la matrice R\ est d’ordre . D’aprés ’équation (2.6), étant
donné que la matrice H; est inversible, il existe k, ky et ky > 0 tels que la
norme de RS vérifie I'inégalité

ky |REE[P < koe|REE) + ka€?.

D’ol, |Ri| < ke pour € petit et k > 0 et il existe une sous-suite de R
qui converge lorsque ¢ — 0. Or, toute sous-suite convergente de 1 R. a sa
matrice limite R}, solution de I’équation de Riccati:

F.Fr — GiH;R', - RL_H!G; — R._HH:R., = 0. (2.8)

Les hypotheéses (H3) et (H4) impliquent que I’équation (2.8) admet une
unique solution définie positive et la matrice —G;H; — R H} H; est stable.
On en déduit que

Rt =c¢R + R, (2.9)
avec Ri ~ o(e). L’équation (2.8) se réécrit:
7 = (RLH] + G)(RLH! + Gi) (2.10)
et nous avons :
HESIH; = Hy( R H! + G) (R, H! + Gi)"H. (2.11)

Remarque 2.2 L'équation (2.11) admet une unique solution symétrique
définie positive P; = H R, H:, de plus la matrice —H;G; — H;R, H; est
stable.

Lorsque ¢ — 0, les filtres de Kalman-Bucy (FK;) considérés étant a “mé-
moire courte”, le choix de la loi initiale est sans importance. Pour simplifier,
nous prennons la loi N(E(Xo), i) . Le filtre de Kalman-Bucy associé 2
cette loi initiale est donné par:

{dff:' = (B.Xi +b)dt + LK (@Y, — (H:XE + hi)de),

.. (2.12)
Xi = E(X,).

I-10

N & wsr R e e S i o g F i s v

e S

4 v

FOFTIRN

i




Soit (ey,es,..,e,) la base canonique de ’espace vectoriel IR", munissons
l'espace affine euclidien R™ du repére orthonormé (0, ey, ez, ..,e,) et nous
convenons de noter indifféremment par la lettre z, le point affine z et le
vecteur 0z de I’espace vectoriel sous-jacent. Ainsi, si z est un point de ’espace
affine R" et si u est un vecteur de R", (z, u) désigne le produit scalaire
des vecteurs 0z et u. Par la suite, nous désignerons par R" ’espace affine
et ’espace vectoriel. Si u € R" , u(i),1 < i < n représentera la i-ieme
composante du vecteur u et |u| sa norme euclidienne. Si M € R ® R,
M;; ;1 <1< n,1 <j < d, représentera I’élément de la i-ieme ligne et de
la j-ieme colonne de la matrice M et nous prendrons pour norme [M| =
v Trace MM* ot M* désigne la transposée de la matrice M.

On utilisera également les notations suivantes: ||B|| = sup(|B-|,|B4+l),
WH| = sup(|H-|, |H4l) et ||E|| = sup(|E-},|E4+]), et la définition

Définition 2.3 Une variable aléatoire X sera dite d’ordre O(e%), ¢ > 0, s’il
eziste €0 > 0, ¢ = c(eo) > 0 tels que Ve € (0, &)

e ME(IX]) < c. ,

Pour simplifier, nous présentons la procédure dans le cas | = 2 et nous
étendrons nos résultats au cas | > 2 dans le paragraphe 8. De plus, nous
supposons que :

by=by=hy =hy=0.

On remarque que cette hypothése est non restrictive vu que les fonctions b
et h sont supposées continues.

Nous supposons donc, sans perte de généralité que les deux demi-espaces
O, et O, sont définis de la fagon suivante:

Soit u un vecteur normé de R", |u| = 1, A, 'hyperplan séparateur des
deux demi-espaces 0, et O, :

I

A, = {zeR*, (z,u) =0}
0, = {zrelR*, (z,u) <0}
0, = {zeR", (z,u) 20}

Nous remplagons les indices 1 et 2 respectivement par — et + .
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Introduisons la matrice de projection de IR™ sur A,, notée Q:

Q = I, —uu’,
Qu = 0.

Les vecteurs z, b(x), h(z) se réécrivent de la fagon suivante :
z = (z, u)u+Qz.
Wz) = (z,u)B_u+ B_Qz si(z,u) <0,
= (z,u)Byu+ B,Qz si{x,u)>0.
h(z) (z,u)H-u+ H_Qz si(z,u) <0,
)=

(z,u)Hu+ HQx si(z,u)>0.

La continuité des applications b et h entraine:

B.Q = B0,
H.Q = H,Q.

La restriction de k 2 A, étant une bijection de A, sur h(A,), nous pouvons

supposer sans restreindre la généralité que :

(H6)  h(A) = A..

Lemmes préliminaires

Lemme 2.4 Soit A une matrice (n,n) symétrique définie positive, Uy, U, ..., U,,
p variables aléatoires i.i.d. d valeurs dans R"™ de loi commune N(0, 7)), alors

pour toutc >0 ona:

P ({ max Ui > c}) < pnexp{—c?/2n Trace (A)}.
1<k<p

(2.13)
(2.14)
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=1,

P({kmaxpw,,} > c}) = 1-P({ll<c,1 <k <p))

P({Ul<e,1<k<p)) = IIP(U <) = (1 - PUL| 2 o))

=1

avec
P(Ul 2 €) € 3" PUULE)| 2 o/v/A) < n exp{~c}/2n Trace (A)}.

D’autre part, on remarque que pour z > 0 et a > 1,
l—-(l-zAl)* <oz
d’ou le tésultat. D

Lemme 2.5 Soit (R, F, F, P, W;) un processus de Wiener standard ¢ valeurs
dans R™. On considére I’équation différentielle stochastique suivante :

dX, BX,dt + £dW,,

(2.15)
\ Xo = 1,

ot B et ¥ sont deuz matrices (n,n) et n est un vecteur aleatoire Fy-mesurable

a valeurs dans R”, indépendant du processus {W,, ¢t > 0}. On suppose qu'il

eziste co > 0 tel que
E(exp colnf’) < +o0, (2.16)

Alors l'équation (2.15) admet une solution forte unique {X,, t > 0} et pour
tout T > 0, il existe ¢ = ¢(T) tel que :

E (exp {csup [X,]z}) < +o00.
(0.7]

Remarque 2.6 La condition (2.16) est satisfaite lorsque 7 est un vecteur
aléatoire gaussien.
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Preuve La condition de Lipschitz étant vérifiée par les coefficients de 1'é-
quation, 'existence et 1'unicité en découlent immédiatement. La solution

s'écrit : .
. Bt -Bs
X, = e®(y +/0 e~B'SdW,).
On pose M; = [§ e-B*TdW,.
1Xe[2 < 1eBF (2n]? + 21M. ).

Soit ¢ < Leosupy gq [eB~? , d’aprés la condition (2.16) et P'indépendance de
2 0,7}
net {My,t> Oi, il suffit d’établir:

E (exp {2csup B! 2| M, i2}> < +oo0.
fo1)

Il est clair que {M;,t > 0} est une martingale gaussienne centrée a valeurs
dans IR". Il existe donc ¢; > 0 tel que

E (exp{cllMTIZ}) < 400,
Le processus {exp(%|M,[*), t > 0} étant une sous martingale, on a donc:

E (exp {cl sup IM,I"'})
(0.7}

< 4E (exp{c,lMTF‘}) < +o0.

i

E (sup exp{c;|M, lz})

(0.7]

On prend ¢ < 3supp gy le?|"? min(co, 1) et on obtient le résultat de-
mandé. 0

Lemme 2.7 Soit (Q, F, Fi, P, W,) un processus de Wiener standard d valeurs

dans R". Si le processus {X;,t > 0} vérifie équation différentielle sochas-
tique

dX, = b(X)dt + o dW,,
{ f (Xdt + odi¥s (2.17)

XO:"v

et que les hypothéses suivantes sont satisfailes:
i1) E(expcoln|?) < +00 pour un certain ¢o > 0,
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i2) b est-upe application: mesurable: de<IR™ dans R" et il eziste ky > 0 tel
- que: : S o ‘
b(2)] < ka(1+ |2);
i3) le processus {oy;t > 0} est un processus Fi-adapté -a valeurs dans
R" @ R" et il eziste ko > 0stel-que loo| < ks p.s., tp.p.,

alors pour tout T > 0, il eziste ¢ = c(T) > 0 tel que

E (exp {c sung,l’}) < +o0.
o1} ‘

Preuve En adaptant la démonstration donnée par R.S. Liptzer ét A.N.
Shyriaev [9][th 4.7] au cas n > 1, on montre sans difficulté que sous les
hypothéses iy), i) et i3), pour tout T > 0, il existe:¢; = ¢;(T) > 0 tel que

sup E (exp{cr]X[*}) < +o0. (2.18)
(0.7] ’

Par la formule d'itd,. nous obtenons:

exp{c| X[’}
t
= exp{c|Xof} + 2 /o exp{c|X, P} X:6(X,) ds

t
+2 /0 exp{c|X,[} X 0, dW,

t
+c/0 exp{c|X,|*} Trace (o,0] + 2cX,X;0,0)) ds.

On en déduit P'inégalité suivante:

E(?u% eXP{CIX.I’}) < E(exp{clXol’})
0,
T 2 2
+2cky [ B ([exp{elXuPHUXI+ X, 1) ds
t
+2cE (?o‘,lrpjjo exp{c|X,*} X}, dW,)
T .
+ek? /0 E ( (exp{clX,[2}) (1 + 26X, 12) ) ds.
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I'inégalité de Cauchy-Schwartz et ]a-majoration.(2:18) nous permet:d’utiliser
l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy pour traiter le troisieme-terme de
droite de I'inégalité. Ainsi, si nous choisissons ¢ < min(co, ¢;/2), nous pou-

vons conclure .
E (e)‘cp {csup [‘X,l’}) < +o00.
(0,7)

Lemme 2.8 Soit (Q, F,F;, P, W,) un proctssus de Wiener standard é valeurs

dans R", {¢¢,t > 0} un processus Fi-mesurable a valeurs dans R" tel que
pour tout T > 0,

(]

E (exp {co(sup |<p¢|2}) < 400, pour un certain co > 0. (2.19)
0,T]

Si le processus {Zf ,t > 0} vérifie l’équation différentielle stochastique suiv-
ante: ‘

dZf = YAZf+ ¢)dt + SdW,,
Za = 20,

avec £ > 0, 20 € R", ¥ une matrice (n,n) et A une matrice (n,n) stable,
alors pour tout T > 0, il eziste ¢ > 0 tel que :

limsupE (exp {csup |Zf|2}) < +o00.
(0.17]

e—0

Preuve

1 ¢ ¢
Zy=etMyy + E/o etAt=9)s, ds +/0 etM-I% gw,.
La matrice A étant stable, il existe A > 0, § > 0 tels que:
lesd] < be=Ft, Wi >0. (2.20)
On obtient: 5
sup |Zy] < blzo] + 5 sup fioe| + sup | K,
(0.7] [o.1] (0.7]

avec

t
K, = /o A=)y g,
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D’apres P'inégalité | X +Y|* < 2|X >+ 2|Y|? et celle-de Cauchy-Schwartz, il
suffit de considérer les trois termes séparément.

Le premier est déterministe et-indépéndant de e. La condition (2.19)
assure un moment exponentiel borné indépendament de ¢ pour le second.

‘Considérons le troisieme terme. En:dimension:un, on' peut conclure rapide-

ment & l'aide du.théoréme de comparaison des diffusions [7] et du.lemme 2.5.
En-dimension supérieure-a-un, un:petit travail s’impose. :
Utilisons le fait.que la matrice. A est stable. L’équation
AN +TIA = -1, (2.21)

admet alors une unique solution symétrique définie positive donnée par
+oo e Ay
IT= / erteMtdt.
-0

Vu que Ve > 0,3c; > 0 tel que ¢, 1, — cll < 0, il suffit de montrer qu’il existe
c > 0 tel que

limsupE (sup exp{cK,‘fHKt}) < +o00.
e —0 (0.7
Par la formule d’It6 et (2.21), on obtient:
; c ft .
exp{ekIIK,) = 1-2 /0 exp{cK:TIK,} K2 K, ds
t 1
e / exp{ciGTIK,) [ PSP + 2| K TSR ds
0
t
+2 / exp{cK T, } I TISdW,.
0

E (sup exp{cK,'l'IK,}) < 14 kTsupE (exp{cK;TIK,})
(0,71 [0.T)

W=

+2kT sup (E (exp{2¢K[T1K,}))?s
(0.7} (0.7

t
+2cE (sup i exp{ck;m{,}K;nz:dw,). (2.22)
0.1 Jo
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Ainsi; s'il-existe ¢ >0, k> 0 tels.que Vt € [0, T};
limsup‘_ﬁ(exp,ch’ Ky <k (2.23)
e—0

.on conclut en utilisant I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy. Pour corapléter
la preuve du lémme, nous dévens donc établir la majoration (2.23).

On remarque -que {Ki;¢ 2 0}-est. un: processus gaussien-centré. Soit
Ve £ E(K.K?). La matrice V? ést solution de Véquation matricielle:

.

Ve = -i—AV,‘ + %V,‘A‘ +EE, VE=0.

V0 < ¢ < T, V¢ est une matrice symétrique semi-définie positive de rang d
avec 0 < d < n. Elle est donnée par

¢ L .
V= e (/ e thrpyeemth ’ds) eth't,
- 0 -

La matrice A étant stable, V® est d’ordre €. Plus précisément, Il existe
o > 0, k1 >0 tel que VEG (O;éo}, Vt € [0, T],

!V;'l-< Ekx.— - (2.24)

Raisonnons a ¢ fixé: la variable aléatoire I; suit une loi normale (0, V;%).
Il existe une matrice unitaire U tel que

e (VO
o= (%)

avec V¥ une matrice diagonale (d, d) de rang d et

(R
o ()

avec K; une variable aléatoire gaussienne centrée a valeurs dans IR‘, i.e.
K¢ ~ N(0,V¢). Vu que [K¢| = | Ky, on s'intéresse & E(exp c[iK\[?).

Notons v}, - - -, vd, les d valeurs propres strictement positives de la matrice
V¢. D’aprés (2.24), il existe v > 0 tel que:

max(v},---,v?) < ew.
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On obtient:

E(exp{e|ii]’})) = —— *d H/+wexp{ ) ) da;

(@m) (T, o) i
< (-—————_1 = ;—* | Vo<, el
= --2cv+l) Ve et

La constante c et le majorant ne dépendant ni de ¢, ni de ¢, I'inégalité (2.23)

est donc vérifiée.
a
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3 Détection des passages de {X;} par A,

Soit Ay, Phyperplan sépatateur des deux demi-espaces O_ et O,
‘ A, = {z € R (z, u) =0}.

Nous devons premiérement déterminer sur Vintervalle de temps [0,T], T > 0
fixé, des intervalles-durant lesquels une irajectoire ¢ — X, ne passe pas par
A, avec une probabilité proche de 1. Nous proposons un test sur la sortie
du filtre de Kalman (FK,). Ce tes: s’applique indifféremment & la sortie
du filtre de kalman (FK.). Notre premiere étape consiste & montrer que
pour de faibles valeurs de ¢, la différence h(X;) — Hy X;' est petite avec une
probabilité proche de 1.

Proposition 3.1 Soit0 <a <b, V0 >0, Va € (0,3, Vy €]2a,1[, il existe
k>0, g0 > 0 tels que Ve € (0,0} ,

. . k
(oo s ).

Preuve L’application k n’étant pas de classe C?, on ne peut pas appliquer
la formule d’Ité & h(X;).Cependant & chaque composante de h(X;) on peut
associer une application de R dans IR linéaire par morceaux.

Pour1<i<n:
o _ [ [Hu)(@)(z, u) + [H-Qx](i) si(z,u) <0,
e = { e )4 20ek) o (o) 50
D’apres (2.14) on obtient:

[b(2))(5) = b({z, u)) + [H,Qz](3),

avec

hi: R-R
hi( [H_u](i)r sir <0,
r r) =
= #lr) [Hyu)(2)r sir>0.
On pose X! = (X, u) . D’aprés la formule d’It6-Tanaka (8], h*(X}) s'écrit:

, . t
WO = KO + [ KOO + {0, ~ HOW@L, G
ou
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o kY est la dérivée 2 gauche de A,
B () = (Hul() L () + [l Lo ().
o {L{,t > 0} est le processus temps local en 0 de la semi-rrfarii'ngale
réelle {X[,6>0}. =

On pose Z; = h(X,)—H, X;. On obtient & partir de (2.12) ¢t (3.1) équation
suivante :
1

S(He —Houll.  (32)

dZ, = -Z-Az,dt + @dt + Pl dV, + P dW, +

avel

o A = —-H, K}, matrice stable d’aprés la remarque (2.2).

o 0= (B(X0), uhL(X}) - Hy B X} + H Qb(X:) .

o ¢} = HyQf(X,) + hL(X})u* f(X,).

o ¥} = Hp(Qg(Xy) — KX) + hL(X})ug(X))

o KL(XI) = (REOXD,RZ(XD), . B (X))
On décompose Z, de la maniere suivante :

2= 2"+ 2 + 28 4 29,

avec

o ZW = etttz

o 2{) = [jerht-9p,ds

o 2 = ;M yldVs + y2dWs)

o 2 = L(Hy - Hoyu [} etMe=9qL2

La matrice A étant stable, nous rappelons qu'il existe A > 0, § > 0, tels que:
vVt >0,
Py
et < be¥! (3.3)

Considérons les quatre termes séparemment:
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1) Z") = etMZ,,  En utilisant (3:3), on obtient:
12| < 6e=%2|Z,), V ¢ € [a,):

D’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev :

o 0 a”-:'a
P ({sup [Z,(l)l > g_e_}) < P{{lZ) > € e }
[a,b] 4 4

4 A
—e" BRI Z ,
P’ B|Z|

IN

et la majoration suivante,
E|Z,| < 2||H|| E|Xo| < +00,

on conclut P'existence de k; > 0, ¢; > 0 tels que :

P ({su;’]) VARIPS 9%}) <eMle 0<e<e. (3.4)
%)

2) 2 = [telMt-00p ds, On remarque que :
el < IBI CIHD + 1He Q1) 1Xel + 1Hy B |IX |

Les lemmes 2.7 et 2.8 impliquent que pour tout ¢ > 0, T > 0, il existe
ky = ki(T,c) > 0 et ky = ko(T,c) > 0 tels que

E (exp {csup |X¢l}> <k,
(0.7

limsup E (exp {csup X 1}) < k.
fo.7]

¢=0

On en déduit que :

E (exp {csup Iga,[}) < oo pour ¢> 0. (3.5)
(0.7]

D’apreés (3.5) et I'inégalité VARIBS éfsiup los| , il existe k > 0, &2 > 0 tels
0,¢]

o k
P {sup [Z,(2’| > Ll <exp {— 13 } , 0<e<ge. (3.6)
[a'b) 4 [ a
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3) 2 = 3 A=) (YLdVs + Y2dW,).

On pose 1
[ ¥
= ( ¥7 ) '

On remarque qu'il existe r > 0 tel que J¢|* < r . Le raisonnement qui
suit est similaire & celui utilisé par W.H. Fleming et E. Pardoux dans la
démonstration du lemme 3.1 [6]. L’idée est de construire une surmartingaie
positive {M (¢, Z,(a)); 0<t<d}):

M(t, Z) = &' w(27) + ple” — ')
ou p et p sont a choisir de fagon adéquate et I'application & est définie par:
£k: R" - 1R
1
z 1 K(z) = exp {Zr_'-p_t-:. z‘I'Iz},
ol II est une matrice symétrique définie positive, solution de ’équation
NI+ 1A = -1, (3.7)
et p = Trace (I?). Soit L;, 'opérateur linéaire défini par
1 L 1 "
Lis(z) = -E—z'A'x (z) + 3 Trace (P k (2)).

En utilisant (3.7), on obtient

1
Lir(z) = [ Iz +

l Ll
~i > Trace (ITheydy)

der
1 » -

+ 8yttt Trace (I1z znzj),z/)()] k(z)

1

2
Serp 2

Vu que Trace (IT) < y/n Trace (I1?) = /np, on a:

Con(z) + n(2) S = [1 - gl + —-‘/—’_‘—‘] K(2).

+ Trace (I1)
4p

<!
£

] k(z).
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Dong, si |z]* > 2er (/2P + 4p),

Lx(2) + -i-n.(z) <0

On en déduit la majoration suivante:

4 4 .
Cur(s) + 2(s) < ( ,,L;/@) exp { (nt 2‘/'_‘_’3) } .

On note ng = (‘PT’{"—’) exp { ("H;/ﬁ )} Utilisons ce résultat pour détermi-

ner p et p.
oM
St LM = e (on+ Lk - p)
1 n
(oD ere-n)
< ele-g) st ——pr
.. - 1 _ n
Ainsi, en choisissant p = s et p=-g%—:—a, poure<1et0§(,v<%, le

processus {M(t, Z,(a)); 0 <t < b} est une surmartingale positive. Dc ic,
pour tout & > 0, on a:

=(o0b _
P (suP M(t, 29 > 0) < I_m;__l_z_
["ob]

Etant donné que |z|* < |~ |ITY%2P et VO <t <b, k(z) < M(t,z),
P ({sup 128 > -05—})
(a4] 4
02620
P M(t, 2P _—
({?25;’ (625> “"”{64 lll“‘lpre} })

02 No b
< _ o -
= CXP{ 64 lII“tpre"2°} [1 * gite (exp{e%“’} 1)}

k30?
< exp {-—ef_ga » 0<e<e, (3-3)

IN

pour un certain k3 > O et g3 > 9.
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4) 2 = Y(H, — H_)u [t etM=9dL2. Rappelons que {L?,t > 0} est
le processus temps local en 0 de.la semi-martingale {X},t > 0}. Le pro-
cessus {L§,t > 0} est positif et croissant, d’ot 'inégalité de Jensen et (3.3)
impliquent

IZt(‘)I < |H+ ;H- l5 -/‘ e‘%("’)dLg.
0

Montrons premiéerement que V¢ > 0, ¢ > 0,
E (exp {cL?}) < +o0. (3.9)
D’aprés la formule d’Ité-Tanaka, on a :
t
X = X3 + j{) signe(X1)dX! + LO. (3.10)
On pose
t
Ko = |X31+ [ signe(X})ax?,

- t t
K, = [)signe(X,')u'f(X,)dV,+/ signe( X u’g(X,)dW,.
0

t -
K, =X} + /0 signe(X1)u"b(X,)ds + K.. (3.11)

Le processus {L?,t > 0} est solution du probleme de Skorchod associé a
(3.10), (cf.2]), ie.:
L2 =sup k], (3.12)
fo.)

ot K; = sup(0,—K,). Donc LY < supyop) |/s|. D’autre part, d’apres (3.11),
sup K| < |X3]+ iBlbsup | X.| + sup | .|
[0.t] [0.6) (0.8)

I’inégalité de Cauchy-Schwartz nous permet de considérer séparément les

moments exponentiels des “sup” de chaque terme. En utilisant ’hypothése
(H1), le fait-que les fonctions [ et g sont bothées et le lemme 2.7, on obtient

que Ve > 0
E (ex‘p {csup IK,I}) < +00:
(0.4]

I-25




LS

o
A g n R VT

Ry O oA O g R e

E,
I

On en déduit (3.9).
Soit v €]2a, 1], utilisons la-décomposition suivante :

¢ tee? t
/o e~ He-0)gp0 = /0 e~ a1y [0 4 A e+ =L},

-7

En choisissant § = W}?ﬁ, on a:

0 a t—27
P ({sup |Z,“)| > i}) < P ({sup e'%("’)dL‘,’ > ﬂe“})
(e8] 4 [a) /o

t A
+P ({sup e~ =0 > ﬂe"}) .

[a,8} t—e?

Considérons le premier terme du membre de droite de I'inégalité :

t=e? —A(t-s)y70 ~Me-T 10
e UL <e Ly.
0

d ({P e-%“-"dL2>ﬂe°}) < P({Lg> pemer})

[} 70

< Cexp {—ﬂe"e"/"-"} ,

d’apres (3.9) et Pinégalité de Markov. Donc il existe 9 > 0, ¢ > 0, tels que
\ € (0) 60]‘

t-2? \
P ({sup e~ (=L > ,65"}) <e e, (3.13)

{s.0] JO

Intéressons nous au second terme : Soit 0 < @ < b, m = [.2] , on pose
Ly = a + ke ,k=0,...,m :

¢ 3
P {{sup e~ #t-dL0 > ﬁe"}) <P ({s{up(L? -L2,,) > ﬂe“})
a b1

\ ({20} Jt~e”
< P{{ max sup {(L?-L° ,)> °})
S ({05"5"'-8,.13,3( t t—e) Be
I-26
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2P (sl - 2o > °12})
2 P ({ max sup |K,-K,_|> ﬂe"/?})

0<k<m (t~ i t*
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2P { max sup
0gkSm [y, ]

signe( X Nu"b(X,)ds

k—l

> ﬂe"’/4})

+2P ({ max sup |K;-K,_,|> ﬂe"/4})

0<k<m (treq.ti)

En utilisant I'inégalité de Markov et le lemme 2.7, on majore le premier

terme:

t
/ signe(X!)u"b(X,)ds

tx—y

)

P ({ max sup
0SkSm (1) s 4]

J)) s 0
< Plsupl|X,] > —— < Ce ™,
({[a.' > B

Considérons le second terme:

P ({ max sup |K, - K,_|> ﬂe“/4})

O<k<m[¢k k)

< I—P({ max sup |K, - K,_ ,|<ﬂe"/4})

SESM [y guta)

Pour £ =0,...,m , on pose

o Ny = sup |K,-K,_,|

[tx=1.ta]
o Dy = {N; < Be?/4},
L] ’H;:=¢7(D,-,i=0,k-—l) .

On remarque que H;, C Fy, .

a /
Pt e e})

(07

= E|1p,1p,-1p,_,E(1p,, | Hn1)] .
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On s’intéresse & E(1p, IH""Z . Soit H € Hi-1, 6§ > 0, on introduit la
martingale exponentielle {Mf' 1> te-1}

i L 8, - _
M* =1y exP{ 6(Ke — Ky, ) ~ 9 ((K)t - (K>'k-’) }

On note que pour 1 <t <y, (K)i=(K),_, < ce” avecc = |F||*+]G|.

D’apres I'inégalité de Doob et en choisissant § = Toear o0 obtient:
payees

P (H n{ sup (K~ K,_,)> ﬁe"/4})

[te—3.tx)

2 2
< §k—1 ﬂ < _ ﬂ .
< P ({[“s-tt;;k] M7 > exp {w32ce7“7° }}) < P(H)exp e

De méme, on montre qu’il existe k > 0, tel que

P (H ﬂ{ sup (=K, + K, _,) > Be“/4}) < P(H)e"‘/‘q'-h.

[tac1ita)
On en déduit que P(H N Dg) < P(H)e <" VH € H_, . D'ott ,

E(1p, |Hi) 21— e M,

P ({ max sup [K, - K,_,|< ﬂe“/4})

OSkSm i1y o ta)

P(ﬁ D)
k=0

(1 . e_k/"i-ﬁa)m*_l

v

et

t
P ({sup/ e‘:'(“")dl,‘;’ > 5}) < 9C =/ +2-21 - e—k/e""’)m+l
[a,] Jt=e7

< 20 e L o(m + 1)e M T(3.14)

De (3.13) et (3.14) on conclut Pexistence de k4 > 0, €4 > 0 tels que pour

0<e<ey,
y fc® 20
d ({?“E,’ 1289 > ‘Z‘D ekl (3.15)
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Des inégalités (3.4), (3.6), (3.8) et (3.15), on obtient la proposition 3.1.
0

Etant donnée que h(AS) N A(A,) = 8, la proposition 3.1 nous permet de
construire un test de détection des passages des trajectoires de {X¢} par A,
basé sur {X;}.

Soit 0 < a < b, on définit les événements suivants:
A_(a,b) = {{Xi,u) <0,a <t <b},
Ap(a,b) = {{X;, ) >0,a St <),
et pour ¢ > 0 choisi,
C(a,b) = {|(X}, u)| >c,a <t <b)

Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, ces événements seront notés:

A, A,, C-.

Remarque 3.2 D’apres la proposition 3.1, nous pouvons remplacer la con-
stante ¢ utilisée dans ’événement test C° par ce®, avec 0 < a < % Ceci
permettrait d’agrandir les intervalles de monotonie détectés. Cependant,
comme nous le verrons par la suite, sur les intervalles de monotonie, pour
décider du signe de (X, u) sous les hypothéses du type (2), il est nécessaire
que (X, u) soit “suffisamment” éloigné de zéro durant un “certain” temps.
Dans le cadre de ce chapitre, pour simplifier, nous n’exploiterons pas cette
possibilité et nous prendrons & =0 et v = 1.

Remarque 3.3 (A_ U A;) = {3t € [¢, 8] t.q. (X, u) = 0}.
Montrons le résultat suivant :

Théoreme 3.4 [l eziste k > 0, g9 > 0 tels que Ve € (0,0,

P((A-U A |C7) S eV,
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Preuve Il existe 0 > 0, tel que:

(A-UA)NC C {s;u;l) HD (X = X7, u)] > o}
a,b

C {Tﬂf |h(Xe) = Ho X} > a|11+|}.
D’apres la proposition 3.1, il reste & démontrer que
lirexliélf P(C*) >0
Introduisons les événements suivants :

Ar = {l(Xh U)‘ > rth € [a3b]}5

D, = {sug!h(x,)—m"fl s;»}.

@,

Pour p > 0 et r > 0 convenablement choisis, on a l'inclusion A, N D, C C¢.
Montrons que P(A,) > 0. Pour cela, plagons nous sous les conditions
d’application du théoréme du support d’une diffusion de Stroock-Varadhan
(cf. [7])) i.e. 0 € CE(R") et be C}(R").
Soit 0 < ap < @ < b. La mesure de Lebesgue de A, étant nulle et la loi
de X; admettant une densité, on a donc:

P(X. € A,) =0.

Il existe 8 > 0 tel que P({|{Xq,,u)] > 0}) > 0.
Traitons par exemple le cas ot P({(X,,,u) > 0}) > 0. Nous introduisons
le temps d’arrét 7,

r:inf{tZao, (Xt»u)=0}

Pour tout r > 0, on a:

P({{Xe,u)>r Vtieaqb)} ] {{Xe,u) > 0})
> P({(Xe,u)>r . Vte(ab]} n{r2a}| {{Xe,u) >0}) >0

d’apres le théoreme du support. A partir de I'égalité P(A,ND,) = P(A,) —
P(A, N Dg) et de la proposition 3.1, on déduit que liminf,o P(C*) 2
P(A;)>0.

0
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‘ Par la suite; lintervalle [q; 8] représentera un intervalle de temps fixe

durant lequel la sortie du filtre de Kalman-Bucy (FK,) verifie C(a,b), et
en conséquence la probabilité conditionnelle P(A_(a,b) U'A(a,b)|D}) est
proche de 1. La prochaine étape consiste a choisir entre les deux alternatives

“AL” et “AL7.
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4 Sous (HD1), le test de la variation quadra-
tique

Nous présenions un premier test, dit de la variation quadratique. Sous
’hypothése de dissymétrie (HD1) : H_.X_Y:H: # H L, X1H}, ce test
permet de décider du signe de (X;, u) avec une faible probabilité d’erreur.
L’idée est la suivante: sie = 0, h(X;) est observé exactement et nous pouvons
décider du signe de (X, u) en calculant la variation quadratique de dY;/dt =
h(X;). Pour € > 0, h(X,) ne correspond plus a ’observation, mais, pour €
petit, on peut calculer de facon approchée la variation quadratique d’une
approximation de A(X,). Nous montrons que nous pouvons ainsi décider
entre “A_” et “A,” avec une faible probabilité d’erreur. Ce test a été proposé
par W.A. Fleming et E. Pardoux [6] pour un modéle plus simple que le nbtre.
Leurs résultats s’adaptant sans difficulté & notre modéle, nous ne donnerons
que les grandes lignes des démonstrations.

Soit 0 < a < b, m = [.2], on introduit les notations suivantes : pour
k=0,---,m—1, t, = a+ ke,

U = e (Ylu: -Yo)
t
s = €7} /m h(X,)ds,

ty

oy = W, - W,.
On note que §i = s + W;.
Remarque 4.1 La malrice de covariance de wy est € 1, .

Pour 0 < ¢ € 1, on approche h(X,), t € [tk, L1}, Par x.
On pose

m~2

1 . . = \»
Z, = T —a z (Far = Fu)(Frr — Tx)7,
—a k=0,k impair

l m=-2 _ R .
Z, = z (Frar = T )Tk — Ta)"
b-a k=0,k pair
I-32

A oo

e

W i e 04 20

PR PR T

e, T

PR P R

P

W a0 g K7




TN e T DA SR R

Tt vk‘ﬁ‘ e

N

. g

Sur A, :
1 m-2
Zi=1 Y. (onai + Bubi + anBi + Bro)
—a k=0,kimpair
avec
1 ta4l - =
o = —Hy / [Fi(Vire = Vo) + Go(Wase — Wi)lds + rgr — s,
k

1 txst ste
B = EH+B+ ‘/“k /’ X, duds.

On remarque que le vecteur aléatoire a, suit une loi normale N( O, 2¢(1, +
3T+I3)) avec Iy Iy = HL I, B H; et que les sous suites {ax,k pair},
{ak ,kimpair} sont des sous suites de variables aléatoires a valeurs dans
IR", indépendantes et identiquement distribuées, contrairement a toute la
suite {ax}.

Quand € — 0, on montre les convergences suivantes en probabilité:

Sur A- :

Z; — I,.+%I‘_I‘:,

Z, = I+ %[‘_F:.

Slll' A+ :

Z; = I+ -:I;F.,.F;,

1
3

Ainsi sur C%(a, b) , sous I'hypothese (HD1) , il sera possible de choisir entre
A_(a,b) et Ay(a,b) au vude Z; 0u Z, .

Z, — I+ 3T4I3.

Lemme 4.2 V0 > 0, il eziste k > 0, g9 > 0 tels que: Vr = (0, ),

1
P ({'Zt ""(In +§

P ({IZ.- - (In + %I‘-I“_)l > 0} n A_) < ekIVE,

I‘+I‘;)|20}nA+) < eV,

De méme avec Z,.
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Preuve (cf.W.H. Fleming-E. Pardoux [6][lemme 4.1]).

Présentons le raisonnement pour la premiere inégalité : Sur A,, trois
événements sont considérés :

2¢ w2 o1 o1 .| o
G = { _——-b-a k__:o‘?';nm‘-r E[aka,‘] - EE(Q]QI) > -3—} ’
m-2 b —
H = { E ﬂkﬂl: > 3a0},
k=0,kimpair
m~2 . - 6_(1
J = Y. (B +Bay)| > “‘3‘*9 .
k=0,kimpair

On montre que les probabilités de ces trois événements sont exponentielle-
ment petite quand € — 0, en utilisant respectivement, un résultat de grandes
déviations (cf.Ellis [3]th 11.3.3-11.4.1]), le lemme 2.7 et le caractére gaussien
des variables indépendantes et identiquement distribuées de la suite {a,
kimpair}. On conclut en remarquant que

E(mal) = 2 (1,, + %r,,r:,) .

Construisons le test de la variation quadratique:

On définit deux événements tests sur C¢(a,b):

Ci(a.b) = C(a,b)N {lz; — (I + %r-r:)[ < [Z,- (I + %nr;)]}

Cifa) = cav)n{jzi-,+ :’-;r_r:)] > |7~ (1, + %nr;),}
Remarque 4.3 C; UCt =C* et C2 NC% = 0.

Lemme 4.4 [l eziste k > 0, €0 > 0 tels que Ve € (0,&0),

P(ASNCe) < e kIVE
P(ALNCY) < e7MVe
1-34
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Preuve En utilisant ’inégalité suivante:
P(ASNCL) < P((A-UALNCY)
bl
+ P (A_ N { IZ; - (I + %P'F:)l > 8 II‘+I‘;’ =I_T2

)

0

le lemme découle'du théoréme 3.4 et du lemme 4.2.

Procédure du test de la variation quadratique :

Soit m > 0,a < 7 < b Sur C%(a,b) : on décide entre “A.(a,d)” et
“A_(a,b)" au vu de l'estimation de la variation quadratique calculée a partir
des observations recuellies durant I'intervalle de temps [a, 7], aveca < 1y < b,
7 représentant le temps a partir duquel on peut prendre un décision. On

introduit deux nouveaux événements tests:

Q(a,b) = C%a,d)NCE:(a,n), (4.1)
‘(a,b) = Ca,b)NCi(a,71). (4.2)

On montre a ’aide du lemme 4.4 et du théoreme 3.4 le résultat suivant :
Théoréme 4.5 Il eziste k > 0, o > 0 tels que Ve € (0,¢&0):

P(A-(a,b)|Q(a,b)) < e™MV°
P(A4(a,b)|Q5(a,t)) < e™MV°

P((A-(e,6) U A4(a,b))° N (Q(a,6) U Q5 (a,b)) < e Ve,
a
Remarque 4.6 Ce test a été mis en ccuvre par W.H. Fleming, D. Ji, P.
Salame et Q. Zhang [5] de deux facons:

o test a taille d’échantillon fixée: la durée 7, — a est fixée au préalable,

o test séquentiel: la durée r; — a est aléatoire.

Leur étude montre que pour une méme probalilité d’erreur, le second type
de test permet de décider plus rapidement que le premier.
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5 Sous (HD?2), le test du rapport de vraisem-
blance sur les accroissements de I’observa-
tion

Nous nous intéressons au cas ot (H D1) n’est pas vérifiée et en conséquence
le test de la variation quadratique ne peut étre appliqué. Sous ’hypothese
IT* =TT =TIy,
(HD?) : ker{ H_.B_H-' — H,B,H;'} C A,
la matrice (FT*)"'(H-B-H>' — HyByH;') est symétrique,
nous proposons un test du type rapport de vraisemblance, basé sur les ac-

croissements du processus d’observation. Ce test est inspiré du cas limite
e=0.

Remarque 5.1 Dans le paragraphe 6, nous présenterons un test ne nécessi-
tant pas la symétrie de la matrice (I'T*)~'(H_B_H-! — H,B,H;"). Dans
le cas ou n = 1, ’hypothése ( H D2) devient:

S
(HD?2) : { B %8B

51 Case=0
Sur Pespace de probabilité (', 7!, F}, PX) défini dans le paragraphe 2,

on considere le systéme suivant:
dX, = b(X.)dt + o(X)dU,,
{ ye = h(Xy).
Par abus de notation, nous désignerons par A_(a,b) et A(a,bd) les traces de
ces événements sur Q. On pose Fi° = o{X, - X,,a <s <t}

Notre probleme est de déterminer le signe de (X,, u) pour ¢t € [a,b].
D’apres I'hypothese (H6), on a I'équivalence suivante,

(Xe, u) #0 <= (ye, u) £0.

Si {y:, u) # 0 pour ¢t € [a,b], nous pouvons proposer un test d’hypothéses
sur les observations {y,; a <t <b}.
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~Sur Ay(a,b):
dy, = (Hy By H') y dt + TdW}, (5.1)

avec {W;t — W} ; a <t < b} un processus de Wienér standard sous P+, la
loi de probabilité définie sur (Q!, F;**) solution du probléeme de martingales
associé a (5.1).

Sur A_(a,b):
dy, = (H.B_H-")y,dt + TdW, (5.2)

avec {W; — W ; a <t < b} un processus de Wiener standard sous P, la

loi de probabilité définie sur (Q', F,**) solution du probléme de martingales
associé a (5.2).

Remarque $.2

i

PX(D) P*(D) si D C A.{a,b),
PX(D) = P~(D) si D C A_(a,b).

Remarque 5.3 Notons M, la partie martingale de y,. Sur I'événement A_U

Ai,on a:
(Mg,A’[j)g = I‘?,-t sii=j,

(M;, M;), = 0 sii#].
Le fait que la matrice I" soit inversible nous permet de construire une

statistique de test du rapport de vraisemblance. D’apres le théoreme de
Girsanov, L(a,b) = (%:—’,;i;) est donnée par

b
L(a,b) = / Yo (HyBLHT' — H_B_H=")"(TT*)™ dy,

1 b
-5 / (=4 (Hy BL H;') g, |? ~ T (H_B_H="),]?) ds.
(5.3)
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Remarque 5.4 En dimension 1, les expressions se simplifient (voir [10]). La
statistique L(a, b) s’écrit:

L(a,b) = Fl,- [(B,, —B.) / ' y, dy, — -;- : ((B43.)? = (B_w.)?) ds] .

Pour a <t < b, on définit:

M} = / ‘yt(H, B HT' — H_B_H-)(I*)"dW? :
t - ay' +M4+40 -4 s

¢ -
My = / v (Hy By H;' ~ H_B_H=")"(T*)"'dW]. 3

Réécrivons la statistique L(a, b) respectivement sous la loi P* et la loi P~:

L(a,b) = -;-(M“),, + M,

Lab) = (M) + M.

On remarque que (M*); = (M), et on introduit la notation R(a,b) pour
désigner ces variations quadratiques. Sur {{y,, u) #0; a <t < b}, on utilise
la regle de décision suivante:

o Si L{a,b) > 0 : on décide “A,",
o Si L(a,d) < 0: on décide “A.".

La qualité de la décision dépend de la quantité R(a, b):
b
R(a,b) = / IP=Y(H, B H;' — H_B_H=")y,]2 ds. (5.4)

Montrons que pour R assez grand, la probabilité d’erreur est faible.

Proposition 5.5 Soitr >0,

PY{L<0}n{R2r}NA;) < e,
PX{L>0}Nn{R>r}NnA.) < 8
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Preuve On démontre la premiére inégalité. D’apres la remarque 5.2, on a
PX{L<0}n{R>r}NA) =P ({L<0}N{R2r}NAy)

Du lemme 2.7 on déduit ’existence de k£ > 0 tel que:

Et (exp {ksup |X¢|2}) < o0o. (5.9)

{a:t)

On a donc

E* (eXP{#MJ’ - 5‘2—2(M+)« }) =1,peR. (5.6)
Soit -1 < u <0,
Pr*{L<O}n{R>r}NnA,)
< p* ({—M,,+ > %R} n{R>r})
< P+ M+ #2 M+ 1 _ lu,z
< (CXP{# b~ )b} > exp{(-§#—-2—)r})
< exp {g(l +#)r},

d’apres (5.6) et I'inégalité de Markov. Nous obtenons le résultat en choisis-

sant g = —3 .

0

Montrons maintenant que pour R grand, la probabilité pour que la satis-
tique L prenne des valeurs proches de zéro est faible.

Proposition 5.6 Soit r > 0, V0 >0, 3k; >0, k;, >0,
PY({L<O)n{R2r}nA) < erle ™,
PX({L>-0}n{R> r}NAL) < et

Preuve On considere uniquement la premiere probabilité.
PX{L<0}n{R>r}NAy)
< pt ({M;f+%1t<o}n{ngr}).
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On pose
2
Z,=exp { pMF —~ %(M"“): }

avec —1 < g < 0. D%aprés (5.6), {Z;, a <t < b} est une P*-martingale et
Et(Z)=1.0Ona

1
+ -
P ({M 2R<0}n{R>r}/
I‘ ¢
< —_ o
< ({p 5 R> puo 2(1 -Ht)r})
< P*({z> ewlud - S0+ iy}
S aeg(l-ﬂt)r < ek;o -kar

avec k; > 0, k; > 0.

a
En préparation du cas ¢ > 0, sur l'événement {y; # 0,a < t < b},
on réécrit L comme une fonction continue de la trajectoire y. = h(X) en

utilisant la formule d’It6 et la remarque 5.3. Pour cela, nous définissons la
fonction suivante:

k: R - R
k: z — 32 (P YHyB H' — H.B_H ')z

L= k(h(Xs)) — x(h(Xa))
- %(b _a) Trace (Hy By H:' — H.B_H")

1 b
-3 / (I~} (Hy BL H7' ) R(X,)P = [T (H_B-HZ') (X,)]?) ds.
(5.7)

52 Case>0

On utilise les notations introduites dans le paragraphe 3. Pour € petit,
comme pour le test de la variation quadratique, on approche k(X;) par les
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accroissements §x de P’observation. On se place & nouveau dans l'espace de
probabilité (Q, F, Fi, P).

On note Z (resp. R) 'extension de L (.-.p. R) a §l. Vw = {(w;,rn) € Q,
L{wy,wy) = L{wy) et R(wy,wy) = R(wy).

On définit:

Lf = K(!?m 1) — +'do)
- -(b ) Trace (Hy By Hy' = H_B_HZ")

—-

> (D' (Hy BoH; ) el = ID™(H-B-HZ") )

£
2 k=0

et

‘=¢ Z DY H By H' = H_B_HZ') i

k=0

On montre tout d’abord que sur C¢, l'erreur d’approximation est faible
avec une probabilité proche de 1 pour ¢ petit.

Lemme 5.7 V0 > 0, VA matrice (n,n) symétrique, il existe o > 0, k > 0
tels que Ve € (0,¢€0),

P (Ctn{ max  sup [h(X,)"AMX,) — g Ad| > 0}) < e~kIVE,

0<k<m-1 [tertrs]

Preuve D’apres le théoreme 3.4, il suffit de s’intéresser a la probabiiité de
I’événement.:

Ay N {max sup |Jh(X;)"AR(X )—g;/\g,,|>0}.

0<k<m l[t* trei)

Sur 'événement A., le raisonnement est identique.
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Sur A,:
sup [B(X,)" AB(X,) = 5 A g
{tetrsn]

= sup |XJHIAH.X, — Gi Agi|

[taitass)

< sup  [XIHIAH,X, — XJHIAH X+ [All0ef* +21A] 0] fsel.

ty Sa<ultayy
D’autre part, 'expression X H;AH X, s’écrit:
X{HIAH X, = X;H,AH X, + t Trace (H{AH, £.%%)
t
+2/ (HyAH,X,) dX,.
D’ou

sup  |XIHIAH(X, ~ X:HIAHX,|

tr<s<ustry

< € Trace (HIAH, E,X3)

+  sup |2 /"x;f1;Af1+B+x,dr
1 Ss<ultnyy s

+  sup 2 /uX,‘H;AH+2+dU,.
thSa<ultayy | Ve

Pour ¢ suffisament petit, nous obtenons:

P (A+ ﬂ{ max  sup |h(X,)"AR(X,) — §rATk] > 0})

OSkSm=1 1)ty 4]

< P ({sup X2 > 01/6})
fast]

+ P max sup > 0,
0<kSm=1 ¢, <scugtay

+ P ({ogﬂan)f-l [0Z] > 03}) + P (A+ n {osr)z]sa.")‘("l [ |sk] > 04}) ,

avec 0y, 0,, 03 et 8, > 0 choisis de fagon adéquate. On s’intéresse a chacun
des quatre termes de droite de I'inégalité.

/ CXIHIAHLS, dU,
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1i€r terme: D’aprés le lemme 2.7, il existe n > 0 tel que

E (expr) {sup IX,I')}) < 00.
[“'b]

Par I'inégalité de Markov, on obtient 'existence de k; > 0, ¢; > 0, tels que
Ve € (0, 51],

P ({sup X, > 0,/5}) <ehile, (5.8)
o d)]

* N t
giéme erme:  On pose M, = /0 X:HAH,L S, dU,.

P max su M,-MJ>0
({05"5’"" fk5’<u2¢k+x M. ! 2})

m-1
<Y P ({ sup |M, - M, | > 02/2}).
k=0

{tritiy)

Soit Z, = exp{pM, — (M)}, p € R". Prennons y = =. D’aprés le
lemme 2.7, le processus {Z;, t > 0} est une F;-martingale telle que

E(Z)=1 Vt>0.

De plus, Vp > 1, il existe €, > 0 tel que Ve € (0,¢,), {Zs/Z¢, , s € [tistrnr]}
est une F,-martingale de puissance p — ieme intégrable.

Pour k =0,---,m — 1, on définit Z§ = Z,/Z,, et I'événement Dy,
D, = {(M),m — (M), > 02\5/2}

On remarque que

1]
P(D P X, 2
(Di) < ({ sup 1l >21H;A1~1+>:+|2\/E})

[taithss]

et du lemme 2.7, on obtient

P(Dy) < e7MIV7,
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pour un certain k£ > 0 et ¢ assez petit. Il suffit donc de s’intéresser a la
probabilité de I'événement {supy, ,,,,} 1M — My, | > 0,/2} N D§. Or,

P ({ sup (M, — M) > 02/2} N Dz)

[‘kllk+l)

< P ({ sup Z_f > ea’/"‘/;}) < ke‘o’/“ﬁ,

(TRIYY|

d’apres I'inégalité de Doob.

En choisissant y = —7‘;, on montre de méme que

P ({ sup —(M, - M,,) > 02/2} N D;) < ke~t/4VE,

(tkstass)

Il existe donc k2 > 0, €, > 0, tels que Ve € (0,¢),

P ({ max sup  |M, - M| > 02}) < eklVE, (5.9)

0<k<m~-1 ty <s<ultpyn

31€Me terme: On s'intéresse a {maxock<m—1 [Dx]* > 03}. Nous savons
que les variables aléatoires Wy, -, Wn_1, a valeurs dans R® sont indépen-
dantes et de loi commune N(0,¢/,). Le lemme 2.4 entraine le résultat
suivant:

P({ max xlu_)k|2 > 03}> < nme~t/% (5.10)

0<k<m~
41€Me torme:

p ({ max_ ] [se] > o..} n A+>

0<k<m~
-l/4\m: ’) e - 1/4
< p(fapmrs i) ¢ (s o> ea)
< ehIVE (5.11)

avec kg > 0 et € assez petit, d’apres les lemmes 2.7 et 2.4.
Les inégalités (5.8), (5.9), (5.10) et (5.11) permettent de conclure.
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De ce résultat, on déduit que les différences |R® — R| et |L¢ — L] sont trés
petites avec une probabilité proche de 1.

Lemme 5.8 V0 > 0, il eziste o, k > 0 tels que Ve € (0,¢),
P(C*N{|R* = R| > 0}) < e7M/Ve,

Lemme 5.9 V0 > 0, il eziste ¢, k > 0 tels que Ve € (0,¢0),
P(C* N {|L* = L] > 0}) < e */VE,

On choisit arbitrairement r > ( et on définit les événements suivants:
C*(a,b) = C%a,b)n{R*>r},
C{"(a,b) = C®"(a,b) N {L° >0},
C:™(a,b) = C*"(a,b) N {LF <0}.

Montrons que sur C", la statistique L¢ nous permet de choisir entre “A,”
et “A_", avec une probabilité d’erreur dépendante de g, r et b — a.

Proposition 5.10 Soit r > 0, Il existe 5o > 0, ky > 0, ko > 0, k3 > 0 tels
que Ve € (0, &),

P(A50Cy)

< e—kx/‘./E + k2 e-ksr’
P(ASNCE™) < e MIVE 4 fyehor,

Preuve On démontre la premiére inégalite:
AL NCY C(A-NCLT) U (AU AL ) NCe.

D’apres le théoreme 3.4, il suffit de s’intéresser & I’événement A- NCY". I
existe 0 > 0 tel que

A-NCY C A-N{R>r-0}n{L >0}
U A-N{R>r-0}n{-0<L <0}
U (Cn{|R-R|>0}) u(Cn{L-L>0})
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On conclut en utilisant les propositions 5.5-5.6 et les lemmes 5.8-5.9.
0

Intéressons nous au terme de précision R¢. On définit une fonction éj ) :
R* — [0, 1] de la fagon suivante:

Sau)(z) = P ({Enbf] [D~Y(HyByH' = H.BLHZ ) H X} < x} n C‘(a,b)) :

La fonction .4 est croissante, bornée par P(C*(a,b)) et il existe ciny > 0
tel que Vz € [0, cing], on a
5[::.6)(37) = (.

En effet, sur 1'événement C*,
(X, u)|>c, Vse€lab).

Donc, d’apres I'hypothése (H D2) et le fait que h(A,) = A,, il existe ¢,ny > 0
tel que .
(in‘f]]I‘"(H+B+H;' ~H_B_HZYWH X} > cing- (5.12)

On note que c;,; ne dépend pas de l'intervalle de temps [a, b).

Lemme 5.11 Soitr >0, A > 1, il existeeg > 0, k > 0, tels que Ve € (0,¢0),

A
P({R* <t} NC*) < by (b _ra) + e HIVE

Preuve V0 > 0,o0n a:
{(RE<r}InC  C [{|RF =R >0}nCJU[{R<r+0}NC).
Rappelons 'expression de R,
_ b
R=/ D= (H, B HTY — H_B_H=') h(X,)]ds.

D’apres le lemme 5.8,

P({IR® = R| > 0} N C?) < e™*IVF,
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D’autre part, il existe & = 0(A) > 0 tel que
{R<r+0}nC*

b N
C { / ID=Y(Hy By H' = H.B_H=Y) (h(X,) — Hy X} ds > o}

b X
U {/ D= (HyByH;' ~ H.B_H™')H, X} ds < Ar} nce.
La proposition 3.1 implique que pour tout 8 > 0, la probabilité du premier

événement est exponentiellement faible quand ¢ est petit. Ainsi, il suffit de
s’intéresser a la probabilité

b .
p ({/ |I"1(H+B+H;1 - H_B.-HZI)H+X,+|2 ds < Ar} ﬂC‘) .
On conclut en remarquant que

b ~
P ({ / IPY(H, By H;' = H.B_HZ')H,X}|?ds < Ar} n ce)

< P ({{m&i II""(H+B+H;l ~-H_B_H-Y) H,,J?fl"’ < b/\ra} N C‘)
A
e

Remarque 5.12 Sur C¢, le terme de précision R est minoré avec une pro-
babilité proche de 1, par riny < (b — @) ciny , Ciny défini en (5.12).

IA

O

Dans le résultat suivant, on met en évidence que le choix de r est un
compromis entre réduire la probabilité d’erreur du test et maintenir une

probabilité de décision assez grande.

Théoréme 5.13 Soit A> 1, 1> 0, o existe g >0,k >0, k, >0, k3> 0
et une fonction croissante pf, ;) : R* — IR, tels que Vr € (0,10}, Ve € (0,¢),

r - A —K3T
PULIC) S &M 4 iy () b

€ VA (4 A —kyr
P(AZ |CZT) e~k /Ve + Py (-()—_Tr;) kpe ks

IA
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Preuve D’aprés la proposition 5.10, il nous reste 2 minorer les probabilités
P(C{"(a,b)) et P(CZ7(a,b)). Considérons la premiere:

P(C%"(a,b)) = P({L* 20} nCe) — P({L* > 0} NC* N {R* <}).

Le lemme 5.11 implique l'existence de & > 0 et de gy > 0 tels que Ve € (0, &),

P({L* 20} nC N {R* < 1}) < bjay (bA_"a) + e HIVE, (5.13)

D’autre part, par un raisonnement similaire a celui de la démonstration
du théoreme 3.4, on montre qu’il existe 8, 0 < # < 1, tel que

P({L* 20} nC*) > B. (5.14)

Les inégalités (5.13) et (5.14) impliquent:

e,r A - (3
PCY (0.0) 2 8 -ty () -

On définit une fonction pf, ;; : R* - RR:

c 1
p[a.b](x) - ﬂ _ 6[0.6](1') _ e""/\/‘-

Ainsi, nous pouvons déduire qu'il existe g > 0 et ry > 0 tels que Ve € (0, &)
et Vr € (0,7},

< Aer - ¢ z Ar —k3r
P(A5(0,5) |55 (@ 1) < ™ 4 4t (,,_a) yes

Remarque 5.14 Vz > 0,

(4 (4 Ting —_ 1
p("'b](z) 2 Plad] (b - a) T B — e kIVE
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Remarque 5.15 Lorsque ¢ — 0, les probabilités d’erreur ne convergent
plus vers zéro comme sous I'hypothese (4 D1), mais vers la quantité

. Ar —kar
p[a.b] (l)"(l) ¢ ka :

Le facteur pf, (bi_';) correspond a l'inverse de la probabilité de prendre une

décision sur l'intervalle [a, 8], il est petit quand le rapport est petit. Le

b—a
second facteur est 1ié a la probabilité d’erreur du test, il tend vers zéro lorsque
r tend vers +oo. Ainsi, ce test ne pourra décider correctement que sur des
intervalles de monotonie suffisament longs. Ceci est la différence majeure

entre la situation sous (HD1) et sous (HD2).

Procédure du test du rapport de vraisemblance sur les accroisse-
ments de ’observation:

Comme dans le test de la variation quadratique, nous introduisons 7, le
temps a partir duquel nous pouvons prendre une décision pour une proba-
bilité d’erreur donnée.

Soit 7, a < 7 < b. Sur C%a,b) : apres un certain temps qui peut
étre aléatoire, 7 — a, on décide entre A,(a,b) et A_(a,b) d’apres le signe
de la statistique L(a,n;) calculée a partir des observations recueillies durant
I'intervalle de temps {a, 7). Cette procédure se résume de la fagon suivante:

On définit deux nouveaux événements tests:

QY (a,b) = C(a,b)NCL™(a,my),
Q¥ (a.b) = C*(a,b)NCE(a, 7).

Corollaire 5.16 Soit A > 1, rg > 0, il existeeg >0, ky >0, k3 >0, k3> 0
et une fonction croissante pf, y : RY — IR tels que Vr € (0, ro), Ve € (0,¢&q},

r -K (4 (4 ’\ ~K3r
P(A5(0,6) | Q% (a,b)) < e™™/VF 4 ﬂ(a.b]( . ) ky e

Ty —a

er kS c Ar —kar
P(A(a,0)|Q%"(a,b)) < e~MIVF 4 p[a‘b]( —a) kye™
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Preuve Démontrons la premiere inégalité:

A%(a,0) N QY (a,d) C A% (a,m)NCY (a,m1)
U Ay(a,m) N AS(a,b) N C(a, b).

L’inclusion suivante
Ay(a,m) N AS(a,b) NC(a,b) C (As(a,b)UA(a,b) ) NC(a,b),
le théoreme 3.4 et la proposition 5.10 impliquent
P(AS(a,6) N Q% (a,0)) < e™M/VE 4 kpe™®, (5.15)

avec ky > 0, k; > 0, k3 > 0 et ¢ assez petit.
De méme que pour le théoreme 5.13, on termine la démonstration a I'aide

du lemme 5.11.
0

Remarque 5.17 Ce test a été mis en ceuvre sous la forme séquentielle dans
le chapitre I1. Le temps 7, est considéré comme un temps d’arrét. Contraire-
ment a ce que 1'étude précédente laisse sous entendre, nous ne cumulerons
pas la statistique L° jusqu'a ce que R(a,7) > r avec r déterminé pour une
probabilité d’erreur donnée, mais nous déterminerons des bornes l; > 0,
I, > 0, qui permettront de prendre une décision des que L*(a,7y) < —I; ou
LE(G,T)) 2 12.
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6 Le test du rapport de vraisemblance sur
les sorties des filtres de Kalman-Bucy

Dans ce paragraphe, nous présentons un test pour décider sur 'événement
C*, entre “A.” et “A_" & partir des sortics Xt ¢ et X des deux filtres de
Kalman-Bucy, (FK,) et (FK_). Si nous savons que (X;, u) est différent de
zéro sur l'intervalle [a, b], avec une probabilité proche de 1, on peut supposer
qu’au bout d’un certain temps d — a, avec ¢ < d < b, si (X;,u) > 0
(resp.(X,, u) < 0) la loi conditionnellc (le X, sachant ) est proche de la
loi gaussienne N(X}, RY), (resp.N(X[7, R5)). On construit une stat.xstigue
de test L du type rapport dec vm:scmblance faisant intervenir Xt et X, .
Sous 'une des hypotheéses suivantes:

(FD1) L KY —H_KZ] > Ol
ou
I KE - 1_KZ] < Ofe)
(1 D2) et
kee{H_B 117" = H_B_1I2'} C A,.

On montre que le signe de cette stat:stique nous permet de choisir entre “A_"
et “A,”. Evidemment, comme nous 'avons vu précédemment, la qualité du
test n’est pas la méme dans les situations du type (1) et (2). Sous (FID1),
la probabilité d’erreur est exponentiellement faible lorsque € est petit. Sous
(HD?2), la probabilité d’errcur dép.end de € ct de la longueur de Pintervalle
de temps [a, b).

Ce test a été proposé dans [6, uniquement dans le cas ou I'hypothese
(HD1) est vérifiée. Contrairemert a cc qui a été fait dans cet article, nous
allons justifier ce test indépendanment des résultats des tests précédents,
dans un cadre plus général. La principale difficulté réside dans le fait que
le coefficient de diffusion n’est jtus supposé constant comme dans [6], mais
constant par morceaux.

Etudions tout d’abord le li.n entre les hypotheses (/1 D1)-(H D2) et les
hypothéses (F/D1)-(ITD2).

Lemme 6.1

o L'hypothése (HD1) implique (HD1).
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e Si les matrices H, G4 et H-G_ sont symétriques, l'hypothése (HD2)
implique (H D2).

Preuve D’apres I’équation (2.11), on note que

|Ho(RLHS + Gy) = Ho(RLH? + G_) + O(e)]

|H KX ~H_KZ| =
> ||HZ4] - [H-Z_|| + O(e).

Donc sous (HD1), |H K} — H_KZ| > O(1).
Sous ’hypothése (H D2), on a d’apres (2.11):

Ho(RLH, + GL)(RLH + GL) HY
= I_(REH. + Go)(RLHL + Gy) H:.  (6.1)

La symétrie des matrices H G, et II_G_. entraine celle des matrices
Hy(RYH; + G,) et H.(RLH: + G_). L'égalité (6.1) s’écrit

(Hy(RLH; + G,)P = [Ho(RLHZ + G

D’autre part, sachant que ces matrices sont stables (Cf. remarque 2.2). on
en déduit qu’elles sont égales et que

|HeKY — H_KZ] = O(e).
a
Remarque 6.2 L’hypotheése de symétrie des matrices H Gy et H_G_ est

évidemment vérifiée dans lc cas n = 1 et dans le cas d’indépendance des
bruits de dynamique et d’observation.

Présentons un cas ou I’hypothese (ITD1) est vérifiée alors que (HD1) ne
lest pas.

Exemple 6.3

v»wwm»fw..,vi'w.tﬁt-wwww:wd‘w Y woartoiiBo,

FE—
]

i o L R o




On vérifie que
H S, S H = H_S_SUH"

et on pose

HRYLH" + —1-;11 + o(e)

V2
HK_ = HR_H’ + o(g).

HK?

Vu que la matrice HRS H* est symétrique et que H ne 'est pas, on ne
peut avoir égalité entre les deux matrices HRL H* + 7‘51{ et HR_ H*. Ces
matrices ne dépendant pas de ¢, on a donc

|H KX — H.KZ| = 0Q1).

Il est donc important de noter qu’il existe des cas ou le test de la variation
quadratique ne peut étre appliqué mais par le test du rapport de vraisem-
blance sur les sorties des filtres de Kalman-Bucy nous pouvons décider entre
“Ay” et “A_" avec une probabilité d’erreur exponentiellement faible pour ¢
petit.

Donnons I'idée générale de ce test. On définit sur (Q, F) la loi P sous
laquelle le processus {Y:/e, t > 0} est un Fi-processus de Wiener standard:

dp

1 Lo
—_— = = ’ S 2
— exp{ /0 MX)W, = = /0 B(X,)| ds}.

£

Fe

Introduisons les notations suivantes:

kit o= HXE
il;' = H_X,—,

E[h(X) | V)

ilg

i

Soit 0 < a < d < b. On introduit les décompositions suivantes, pour ¢ € [d, b):

dY, izf(lt + edw
dY, = hdt + edw;
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avec {w§ —w];d <t < b} (resp. {w; —w];d <t <b}) un processus de
(] -} [+
Wiener standard sous la loi P* (resp. P~). On définit les probabilités P*

o
et P~ sur (2, F?) en utilisant le lemme 2.8 et le théoréme de Girsanov:

]

d Pt 1 b 1.
- cxp{;,; /4 By, - o /d |h;‘|2ds}

P
-

I

d o 1 e
T exp{z-i/d h,dY,-—Q—E,zL Ao ds}

Ainsi, nous obtenons la statistique :

-, dP+ 1 .. 1 g . .
L= =3 [t =hoave— o [dhep - by e (62)

On pose

X! = (X, u),
X = sup(0,X}),
X = sup(0, =X}

Réécrivons le systeme (2.3):

dX, = [I{X,'ZO}B+A,1 + l{x'ld)}B_.X(] dt
+ 1x 20}(F+dV, + G dW,) + 1{1\"S<0}(F_d‘/g + G_dWy),
dYe = [Lxiso e Xe+ Lixrcop - X dt + e de.
(6.3)
Nous nous inspirons de cette décomposition pour introduire deux proces-
sus intermédiaires {M;';t > 0} et {AM ;¢ > 0}. Par un changement de
probabilité, nous construisons un probleme de filtrage linéaire o le proces-

sus {M;*; t > 0}, respectivement {M,”: t > 0}, est le processus a estimer et
{Y:; t >0} le processus observé.

Intéressons nous au cas positif. D’apiés ia formule d'Ito-Tanaka. on a:
dx/* =1 By Xy, uhdt
L ¥} - {X:.‘f#o)( E A K1 ul(

e : ]
+1 x14 4oy {FadVe + G dW . u) + 5«11,?, (6.4)
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avec {L?; t > 0} le processus temps local en zéro de la semi-martingale réelle
{X};t >0}. L'égalité (6.4) se réécrit:

dX;t == Lixit g0y (Bi Xo, wydt + (FydV + GodWe, u)
1
= Lt og(FedVi+ GodWy  u) + -2-dL?.
Soit 0 < @ < d < b, on introduit un processus {Xi;t > 0} vérifiant
(X, u)= X, vt >a

dX:. = I{X‘D.+¢0}B+X‘dt + I".i,d‘/g '{‘ G+d1’lv‘
_I{X:'+=0)[F+d‘/' + G.*.de] + ‘%dL? u, t Z a,

_\’:’ = Xh t S a.
En remarquant que
B.X{ ~ I{X:-4¢O}B+X¢ = BQ(X} ~ l(xem'*"}X‘)‘

on obtient:

dXF = By XFdt ~ BLQ(X[ — 1 0w o Xo)dt
+FudV + GodW,
~Liyt4 0 [FedVi+ GodiV)]) + éd[,? v, t>a.

-

On décompose X} de la facon snivante:
sh o Aft _ e g ga
‘Xi - “IC —wg _ﬁgg ‘f‘d’gs
ou

o {M};t >0} est lc processus défini par

{ AME = By MFPAU+ By(-ut — 50 4 o0)dt + FodVy + GodWs, ¢ > a,

My = X, t<a
(6.5)

[ ] l}/)? = f;va B.{.Q(.‘g: - le’\,:A#O).—\i,)(ic
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tva

o i = Py [ i@t Gy [ 1ianqdW,
o ¢¢ = 3(Lava — LD)u.
Considérons le systeme suivant, Vt > a:
M = [BM{ + Bo(=4¢ = of + 83 dt+ FodV, + GLdW,,
{ dY, = [HyM} + Ho(~0¢ — o} + 68) + Lz <o H-X] dt + e dW..

(6.6)
On pose
oy )
af = F'(Bulf +68 - 61) - 2G4f), (6.7)
B = Hy(E+9f - ) - Lo - X, (6.8)

et on définit les processus {V,+ ,t > 0} et {W,"’ ,t 2 0} de la maniere
suivante:

i

. tVa
vt o= V- / atds,
a

- 1 tva
Wf = Wt-g B.ds.

Soit

{va 1 tVa
7, = exp{ / aidV, 4 ~ / B3V,
a £

l tVa . 21 1 tVa /32
—3/ () (3—-2—572-/“ ,.,ds},

~

Le lemme 2.7, la majoration (3.9) du moment exponentiel du processus temps
local sur [0, T] et I'inégaiit¢ de Cauchy-Schwartz impliquent

E (expc(lafl2 + ],/3,/6}2)) < 4o, VYIe[0.T], pour un certain ¢ >0,

donc E(Z) = 1, t > 0. On peut alors définir la loi de probabilité P sur
(2, F) par
dpt
dP
telle que {(f/,*', W), 0<t < b} est un P*-processus de Wiener standard &
valeurs dans IR*". On note que P* dépend de ¢.
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Remarque 6.4 Les restrictions de P et P+ i (R, F,) coincident, et

VD C A.(a,b), P(D)= P*(D).

Pour t > a, le systeme (6.6) s’écrit:
dM{F = BM}dt+ F dV + GLdW,
{ dY, = H/M}dt + cdW;}.
On introduit la décomposition suivante:
dY, = H M} dt + ¢ i}t (6.9)

o Mt = BX¥(MF|)) et &f = WF+ [LH (MF — M¥)ds. Le processus
{@f;0 <t < b} est un F-processus de Wiener standard, dit processus
d’innovation sous la loi P*. En wtilisant (6. 91, on donne une antre expression
de la statistique L* définic en {6.2) :

2. 1
Lf = 5( e+ N
1-/ WH MY - 0 RH 4t (6.10)
avedc l .
4\,:' = ;:L (:ii:- - il:)(l,(:‘:’

De la méme fagon gue nous avons défini la probabilité P, on définit la
probabilité P~ sur {8}, ;). La statistique de test s'éerit :

- 1. ,
o= ‘g(-’" Yo -+ Ny
1 ¢ X . )
% /d (h! (_)(”-m‘f ~ . X[)d1. (6.11)
avec 1
A"\T' = :‘/'l:‘l -—/) )(/_‘_\ .

et {@, 0 <t < b} est un processus de Wiener standard sous la loi P~

Remarque 6.5 (N7}, = (N7},

b
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Montrons que sur I'événement C¢(a,b), la statistique de test L¢ permet
de choisir entre les deux alternatives “A;(qa,0)” et “A_(a,b)". Nous con-
sidérerons le “cas pusitif”, le “cas négatif” étant similaire.

Premiérement, on s’intéresse & la différence |M;" — X;f| sur Pintervalle
de temps [e, b], avec 0 < a < e < d < b. On remarque que sur A,(a,b), les
processus {X;";t > e} et {M;t > e} sont solutions du méme probleme
de filtrage linéaire avec des conditions initiales différentes. La loi initiale
du second n’est pas gaussienne, mais pour ¢ petit, le filtre étant & mémoire
courte, il est pratiquement insensible & la loi initiale a partir d’un instant
e>a.

Lemme 6.6 Soit0<a<e<d<b,
V0 >0,u>0,q21, il eziste kg, >0, €4, > 0 lels que Ve € (0,€,,),

b a
p ({/ ‘All+ - X‘-l-lq dt Z 05“} N A+(a,b)) _<_ e"kq.u/f_

Preuve Soit P =o(Y, - Y,, a« <s <t), t > a, premiérement nous mon-
trons que sous la loi P*, les tribus Y, et a(MF)VvY? sont conditionnellement
indépendantes sachant o(M}) pour t > ¢. On rappelle que M} = X,. Il est
clair qu’il est suffisant de montrer que

o( Xo, Vo, Wy, s € a) Loxy o XNoy Vs = Vo W, = W,, s > a).
En utilisant 'implication suivante:
soit les tribus 7, G, H, HiLFvG=F g GVH,
et le fait que
gV, =V, W, - Woio 2 Lol N X,V W, 5 <al,

on obiient indépendance conditionnelle demandse. Nous en Jédwsons les
égalités suivantes:

it

M} EF(ALF 1Y)
— kLl {:-. ) -+ 1]
= E*(E*(AL 0K | V)

= Bt (BHOMI LY XD ). (6.12)

-

i-58

et PP w\anmm.;,_},,ﬂnrwz&«m-fﬁ,;?;i fer b S,

wimne

PPN

w——— A e s s

RS AT o




Soit M}, = E*(M;* |, X,), M}, est la sortie du filtre de Kalman suivant:
((dMJ, = BiMYdt + NG, + 1R H;) (Y, — H, M} dt),
M::a = X,

+
| d—gfﬂ = FyFy+(By — 1GyHy)RE + RY(By — LG H,)»  (613)
?R }1.}[+Ruta

R}, = 0.

On pose K}y = G4 + 1R H}. D’aprés (2.7), il existe k > 0 tel que
|RY, — RL] < e7*¢, pour t € [e,b]. (6.14)
Les égalités (6.13) et (2.12) impliquent:
dX} - ML) = (By - LKLH)(XF - ME)dt + (K2 - KF)dot,
Xr-M}, = Xr-X.
(6.15)
Vu que la matrice A = eB; — K3 H, est stable, en utilisant (6.14) et (6.15),
on montre que pour ¢ > 1, t > e, il existe k; > 0, v, > 0, ¢, > 0 tels que
VE € (Oa €O]a
EHXY = MAL S vyl + E* X[ + EF[XF|7)ebele,
Sous les lois P et P*, les vecteurs X, et X:' ont tous leurs moments finis
d’aprés le lemme 2.7,
ET X, = E|X,]f < +o0,
Ef| X} = E|XF < +o0.
On en déduit o )
EYXF - M} < ageroe,
pour ¢ > e et un certain @, > 0. D’apres (6.12) et I'inégalité de Jensen, on

a, pourt > e:

E+'Xt+ - Mt+|q

E* ((B*(IX} - MAL] D))
d) YL
< aqgetle, (6.16)

IA
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Par le théoreme de Fubini, on obtient
N b . -
B [ 1XE - M2 < b - a)e™e. (6.17)

L’inégalité de Markov et la remarque 6.4 nous permettent de conclure.
a

Intéressons nous au terme de précision.
Lemme 6.7 Soit0<a<e<d< ),

Sous (HD1): il existe Tiny <0, 60> 0, k> 0 tels que Ve € (0,¢0),
/

1 by s 12
P({E/d |t 1

Sous (HD?2): il existe rig >0, 60> 0, k> 0 tels que Ve € (0, o),
Lo, o
P ({?L |~ k;

Preuve On pose Z, = ht — h]. D’aprés le théoreme 3.4, il suffit de con-
sidérer les termes de précision sur 'événement C¢(a, b) N (A~(a,b)UA4(a,b)).
Nous raisonnons sur C¢(a, b) N A (a,b), la démonstration étant similaire sur

C*(a,b) N A_(a, b).

ds < r,’nf} n C‘(a,b)) < e~kIVE,

“
-

ds < r?n/} n C‘(a,b)) < e kIVE,

dH X} = 11+B+A",+<u+%11+1\';((1y, ~ H X}dt),

dH_X[

I

X 1 .
H B X dt+ =H_K_(dY, — H_Xdt).
En utilisant la décomposition suivante
dYy = H MFdU4 edo}, 1> a. (6.18)

on obtient

i N
dZ, = —AZdt+ (HBoIITH = HoBLHZ) Xt

+ %(11+ KY = H_KZ)HATE = 11, X F)dt
+(H K = H_KD)dat, (6.19)

avec A = e H_B_iIZ' — H_K7, matrice stable pour ¢ assez petit. (Voir la
remarque 2.2).
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Sous (HD1): On décompose Z; de la maniére suivante:

~ R P

Zt = Zt(l) + Zt(2)1

avec

{ Az = IAZMdt+ (H KE - HKZ)dot,

; zZM = .

dz(® = 1AZPdt 4 (H, B H;' - H.B_H-)H, X} dt
J + LH K~ H_KZ)(H, M} - HoXF) dt

g Z§2) - Ze-

Montrons que Z,m est de faible contribution:

|Z| +

|Z:(2)l < le-}A(t-e)

1
+ -
£

b, .
/ M, B HTY — H_B_H-")H, X+ds

b ' ~ 'y
/ et K HOKZ)(H MF — Hy X})ds

La stabilité de la matrice A entraine que le 1'" terme est exponentiellement
petit pour t > d, et du lemme 2.8, on déduit que le second est au plus d’ordre
O(e). Intéressons nous au dernier terme. On note

1

t -~ -
b= = [ NI, K ~ HKZ)(HLMF — Ho X )ds.

Les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Jensen impliquent:

1 t 2 | S N
W' < SIHeKE = HoKGPIH ] / e[ gs / IMF - XFds

Eptoo. .
< - / N — R [2ds.

Du lemme 6.6, on conclut que V0 > 0, il existe k > 0, o > 0 tels que
Ve € (07 50]')

1
P ({i sup 1) ds > 0} N A+(a,b)) < e ke,
€ [d4)
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Considérons Z,(l) :
W _ [
z0 = / A= H K~ H_KZ)diok .
[

Pour compléter la démonstration sous I’hypothése (HD1), montrons qu'il
existe r; > 0, k= k(ry) > 0, €0 = £o(r) > 0 tels que Ve € (0, &),

LS ~k[\/e
P({;/d |28 dt<r,}nA+(a,b)> < e kIVE, (6.20)

Le processus {Z‘m,t > e} vérifie ’équation différentielle stochastique
suivante:

dzM = AZ0dt + (H KL - H-KZ)daf, t > e
zZ0 = .

La matrice A étant stable, il existe une solution unique II, II = II* > 0,
de I’équation matricielle:

AT+ TIA = -1, (6.21)
D’apreés la formule d'It6 et 'équation (6.21), on a:
1t : . .
E/d 1200 dt = -2zl + 20Nz + N, - Ny

+(b—d)y AE(H KE - 11-1\';)|2

avec

¢
N =2 / ZWCTIH KE — HORD ),
On remarque que sous (HD1), il existe 7, > 0 tel que
21 , - 2 -
(b~ d)|HE(H KL - HOKZ)| > 7.
Prennons ry = 2. Pour obtenir (6.20), établissons que ¥4 > 0, on a:

P({I-2" 1z + 20Nz + Ny = Nl > 0} N A, (a,b)) < eHVE
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P({1- 20" 1z® + 2812 + Ny — No| > 0} 1 Ay (a,b)
({sup IZtl)l2 4|H|} nA+(a’b))

P ({uv,, — Na| > 5} N Ay(a, b))

De la méme fagon qui n:-us avons obtenu la majoration (3.8) dans la démons-
tration de la proposition 3.1, on montre que

k&

P({?gmz RIS 4&11}nA+(a b)) e, (6.22)

pour un certain k& > 0 et ¢ suffisament petit.
Intéressons nous a la probabilité

PU{IN = Nal > 2} N As(a,)
Soit I'événement D = {(N)y — (N)a > 232@} D’apres (6.22),
P(D N Ay(a,b) < e */Ve,
On considere donc la probabilité de 1'événement
{INs — N4| > g} N A(a,b)n D
On introduit la P*-martingale exponenticlle

He = exp {—‘ﬁ(N N - 2‘s<<N>l - <~),,)}.

SR e el S Srke s *IM“&J&&EJ}%’&I% STt
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De meéme, on démontre que

P ({"Nb + Na> g—} NAs(a,b)N DC) < e Ve,

Ainsi dans la situation olt ’hypothése (H D1) est satisfaite, nous pouvons
conclure.

Sous (HD2):  On décompose Z; de la maniére suivante:
Z¢ = g(‘) + Zt(z))
avec
dz{) = LAzZ{Mdt+ (H,ByH;' — H.B_HI')H, X} dt,
Zgl) = 0)
dz? = AZOdt+ NH KL — HOKZ)(Ho MF — Ho Xt
+(H K} — H_KZ)do},
ZC(Q) = Zc-

Montrons que Z,(z) est de faible contribution:

|Z.|

th(z)I <. |e-"-A(t-c)

, .
. l é [ M H ik — HOKCG)HA(MF = X})ds

t
+ / ML K H_KZ)do?|.

La stabilité de la matrice A et le lemme 6.6 nous permettent de négliger les
deux premiers termes de droite de I'inégalité. Intéressons nous au troisieme.
On pose

t H
W = / e ML K - H_K D )dit,

ot Hy K} — H_KZ est d’ordre O(¢) sous (HD?2). A 'aide du raisonnement
qui nous a permis d’établir I'inégalité (3.8) et la remarque 6.4, on montre
que

P ({elp b’ > 0} n A+(a,b)) < e,
{o.b)
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pour ¢ suffisament petit.
Considérons Z{"). On pose D = H, B, H;' - H_B_H-".

¢ .
zZM = / M-I D, X+ds.
En intégrant par parties et en utilisant la décomposition (6.18), on obtient
¢ .
/ MDD, X+ds
€

—eAT'DH X} + eA7esA - pH, X}

1

+ eA”! [e%f‘(‘-’mmm)“qu

+ eA”! / 'e%"<‘-’>011+1(;11+(n'4: - X*)ds

+ eA”! / ' eM-I DI K do?. (6.23)
Si on note T; les quatre derniers termes de (6.23), on montre par des raison-

nements similaires a ceux qui précedent, que V8 > 0, 3k > 0, £ > 0 tels que
Ve € (0) EO]

d ({lzsup T > 0} n A4<a,b)) < VR,
€7 {d)

Le premier terme est donc prépondérant. Pour conclure sous (H D2), mor-
trons que sur C¢(a,b), il existe r, > 0 tel que

2:17/: le""D”+X«+r dt > (6.24)

Sur C%(a, b), on sait que l(X,* , u)l > ¢, Vt €4a,b). Donc, d’apres ’hypothése
(HD2) et le fait que k{A,) = A,. il existe c,ny > 0 tel que

AT DI K > ey (6.25)

in{
{a 8]

D’ol, si nous prennons r, < (b — d) Cinf, la minoration (6.24) est vérifiée.
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Remarque 6.8 La difi¢rence cruciale entre les deux situations apparait dans
ce lemme. Sur C*, avec une probabilité proche de 1, le terme de précision
% J3 |k} — k7 J?ds est minoré par:

o r}.;/e sous (HD1)

o 7%, sous (HD?2).
Remarque 6.9 1}, <r; < (b—d)ciny avec ciny défini en (6.25).

Sous I'hypothese (HD2), on définit une fonction croissante 5(,,,51:
bagy : RY = [0,1], (6.26)
V>0, duylz)=P ({ [inbf]

D’apres (6.25), il existe ciny > 0 tel que
Vz € [0, cingl, S[a,b](I) = 0.

A"‘DH+X’,+|2 < z} NC*(a, b)) . (6.27)

On montre le résultat suivant:

Lemme 6.10 Soit 0 <a<d<b, r>0, A>1.
Sous (HD?2): il eziste €9 > 0, k > 0 tels que Ve € (0, &),

1 b e a-? . . Y s
P({;/d |aF - k7| dt<r}ﬂC (a,b)) < doyy (b___g) 4 e=kIVE,

Preuve D’apres la démonstration du lemme précédent dans la situation
(H D2), il suffit de s’intéresser a

P({5 )

En utilisant la définition (6.27) de la fonction Sla-b]v on conclut par les
inégalités suivantes:

Loy N
P({g/d leA= Dt X
P({inf

b
- Ar
i (i2).

AT DI XH di < /\r} nCa, b))

Pt < /\r} nC(a, b))

2 Ar .
< 5_—(1} ne (a,b))

IA

AT DI X}

IN
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Sous I’hypothese (HD1), on a le résultat suivant:

Théoréme 6.11 Soit0 <a<d<b.
Sous (HD1), il eziste g9 > 0, k > 0, tels que Ve € (0,0,

P(A5(a,b) [{L* 2 0} N C*(a,b)) < V%,
P(A(a,b) | {L* < 0} NC*(a,b)) < e~*/VE,

Preuve On démontre la premiére inégalité:
AN {L 20}nC%(a,b) C [(Ar UANCT U [A-NC N {L* > 0}nCe).
Le théoréme 3.4 implique

P((A; UA_Y NC®) < e Ve,

D’aprés (6.11), sur I’événement A_, la statistique L¢ s'écrit

-~

Ie= — —(N") + Nf

— 0O}

b, . - "
+ o [ (=R - HoX7) . (6.28)

ou le processus {N;”, ¢t > 0} est une martingale définie comme i} suit

N . =

t . a
J - ke

™)

o

Les lemmes 6.6 et 6.7 dans le “cas négatif”, nous indiquent que le dernier
terme de l'expression (6.28) est négligeable devant le premier. En intro-
duisant une martingale exponentielle et en utilisant le lemme 6.7, on obtient
facilement le résultat. (Voir [4]{th5.4}).

Q

Soit + > 0 choisi, on définit les événements suivants:

Lo,
—2/‘{ (b — i)t Zr}

<

Ce"(a,b) = n{

Ci™(a,b) = C*(a,b)n {L° >0}
C:"(a,b) = C"(a.b)n{L <0}
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Proposition 6.12 Soit 0 <a<d<b, r>0.
Sous (HD?2), il existe g > 0, k > G, tels que Ve € (0,¢&q)},

P(A:-(a) b) n C'i’r(a, b)) e_k/\/z. + e—f’i'r’
)

<
P(AS(a,b) NG (a,b)) < eHIVF 4 3.

Preuve On considére la seconde inégalité. D’apres le théoréeme 3.4, nous
considérons uniquement la probabilité

P(As(a, )N C%"(a,b)).
D’aprés (6.10), Sur I'événement A,, la statistique L¢ s'écrit:
N
Lo+ VPt _ - 7+ v+
+ N+ 5 [ R HALE - B Xt
4 e Jd
avec

=~

¢ R
i+ + _ eyt
N¥ = —/d(h, _hnydat
La somme des deux derniers termes est minorée par la variable aléatoire 7,
1 2H? b - .
7o + t rr+ s+12
Z=5(N ),,-—52-—/4(51, — X¥)ds.

Montrons que la variable Z est strictement positive avec une probabilité
proche de 1. V8 > 0,

P({Z < 0} ﬂA.I,ﬂC‘) < P ({%(;\H-)b < 0} "'C:)

0171 I L . ’
+P LAY /(M:’ - XH)ds 201( Ay
2 Ju }

On applique ie lemine 6.7 au premier terme en choisissant @ > r2, On
utilise le lemme 6.6 ponur majorer fe sceond terme et on ohiient

PUZ <DIN A, nC% < e V5,
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g
?* pour ¢ suffisament pctit. Considérons les deux premiers termes de la statis-
T tique L°. On doit estimer la ¢antité

5 . b . A 3
P(asn{M+ SNy <o} vy 2 1)) :

; 3

3 Par le lemme 2.8, on sait que Vi € R, 3

: - o 7 ) ‘ f

3 CEF (exp {uNy = #2/2NY}) = 1.

Sur Ay N {(N)s 27},si g <0, on a la minoration suivante:
2

Ny =~ = 2 ~={= .
#No = (N} 2 -5 (5 +u)r

En prennant pu = -—;, on cbtient

(A+n{L‘ <0}n{( s 2 1))

P(A2(0,0) |C2"(a, b)) < e™HVE 4 (abla(b)‘rd) e,

c P (on (- o pob) <8 %
s . |
% Montrons le théoréme suivant: §
§ Théoreme 6.13 Sott 0 <a<d<b A>1, rg>0. a
i Sous {HD?2), il exisle k, € > 0, une fonciion croissante K ‘R - R ;
§ tels que ¥r & (0, 7], Ve € (0,¢),
1 P(A%{a,6) |03 (a, ) < eV 4 ity -2 ) e,

b-d ,

: Preuve D’apres la proposition 6.12, il nous reste & minorer les proba- [

bilités P(CL"(a,b)) et P(CZ"(a,b)). La démonstration est similaire & celle '

H du théoreme 5.13. La fonction jf ,, : RY — IR, est définie par

?_- [a,8)

! PO [P S— (6.25) ‘

' = Hapy(e) — e7HIVE ,

3 ou la fonction 3[,,.5) (RY - [0, 1 est donnée par (6.27).
a ;
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Remarque8.14

.2 1 A
ne . inf | _
Vz 20, P[a,b](‘”) > P[ea.b] A(b — d-) - B = e-kIVE'

Comme le test présenté dans le paragraphe 5, sous (HD2); ce tst ne
pourra décider “correctement” du signe de (X, u) que sur des intervalles de
monotonie suffisament longs. (Voir la remarque 5.15 ).

Procédure du test du rapport de vraisembhlance sur les sorties des
filtres de Kalman-Bucy:

De méme que pour les tests précédents, on introduit 7, a < d <1. < b, le
temps a partir duquel le test peut prendre une décision pour une probabilité
d’erreur donnée. On définit respectivement sous (HD1) et sous (HD2) deux
nouveaux événements tests :

¢ Sous (HD1),
Q% (a,) = C*(a,b) M {L*(a,7y) > 0},

Q° (a,b) = C*(a,b) N {L¢(a, 1) < 0},
o Sons (HD?2), R R
Y (a,0) = C%(a,b) N C=" (aymy),

Q%" (a,b) = C(a,b) N C*"(a, 7).

A Paide des théorémes 3.4, 6.11 et 6.13, on déduit par un raisonnement
identique a celui du corollaire 5.186, le résultat suivant:

Corollaire 6.15 Soit0 <a<d <1 <.

Sous (HD1),
il ezisle g > 0, k > 0, tels que ¥e € (0, 24),

P{AS (a,b) | G (e, b)) < e™KIVE,
P(A% (a,0) D% (a, b)) < e™*IVE,
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Sous (HD?2), . : : e <
soit X > 1, rg > 0, 4l eziste k, eo > 0, une fonction croissante ﬁfa,b] ;
R* — R tels que'Vr € (0,ro), Ve € (0; &0},

. AT P - 3 ~z —, /\T 7 e
PULED 10T (00) < et jy (e,

~ . . A 1.
P(A(,5) Q% (a,)) < 4 ji,, (_d)

0

Ce corollaire met en évidence que le comportement de ce test différe sous
Phypothése (HD1) et (HD2). Dans la situation du type (2), il ne peut
prendre des décisions correctes que sur des intervalles deé temps suffisament
grands. Dans les cas oui les hypothéses (HD1) et (H D2) sont vérifiées simul-
tanément(voir exemple 6.3), il est clair qu'il est préférable d'utiliser le test sur
les sorties des filtrés de Kalman-buicy plutét que celui sur les accroissements

. de l’observation présenté dans le paragraphe-5.

Il est important de souligner qu’en dimension n > 1, dans certains cas, le
test sur les sorties de Kalman-Bucy permet de décider du signe de (X, u)
dans une situation du typ. (1) alors que le test de la variation quadratique
ne peut étre appliqué.

Remarque 6.16 Ce test a é1é mis en ceuvre sous forme séquentielle dans
le chapitre II. Comme dans le test du rapport de vraisemblance sur les ac-
croissements de 'observation (voir remarque 5.17), on détermine, pour une
probabilité d’erreur donnée, des bornes iy, >0eti; >0 et non la borne r
du terme de précision. elles permettront de prendre une décision dés que
L(a,m) < =l ou L%(a,7y) > l;. Ces bornes sont différentes sous les deux
hypothéses (7TD1) et (TTD2).
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7 Erreurs dl’a;;pproximation

Supposons, que P'on ait conclu - I'aidé d’une-des.procédures presentees
précédemment que X; > 0 pour ¢ € [z,4]. Nous prendrons alors X;* comme
approximation ‘de E(X; | 3s). Estimons Perreur d’approximation de la moy-
enne conditionnelle. Soit 0 < @ € 7y < b, on considere les événements
suivants:

sous (HD1):

Q3(a, )
Q(a,d)

C*(a,b) A Cl(a, 1),
C(a,b)NCi{a,n).

Sous {HD2):

Q¥ (a,0) = C(a,8)NC5 (a,7),
Q< (a.b) = C*{a,b)N C.‘,’(a,‘rl).
Sous les deux hypothéses (HD1) et (H72), la discussion avec les événements
du test du rapport de vraisemblance sur les sorties des filtres dé Kalman est
similaire.
On note X; = E(X,]))). Nous voulons estimer:
Sous (HD1} : 1Xy — Xt sur Q5.
Sous (HD2) : |Xy — X sur Q5

L’erreur d’approximation dans le “cas négatif” s’obtient de la méme fagea.
On introduit la décomposition suivante:

Xy = Xt = (Ko = ME) 4+ (MF - MF) + (M = X, (7.1)

o le processus intesmédiaire {M,t > 0} est défini dans le paragraphe
précédent par (6.5). Nous utiliserons les deux résultats suivants:

Lemime 7.1 [l existe €0 > 0, k > 0, tels que Ve € (0,0},
PHAS N CF) < e¥le,

Preuve La démontration est similaire 4 celle du théoreme 3.4.
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jiere étape:  On montre par un raisonnement idgntiquq a.celui du
lemme 3.1 que pour tout & > 0, il existe k > 0 tel que

Pt ({sup IMF - X} > o}) <e v (7.2)
0 e 4
gieme étape:  Soit la constante ¢ > 0 choisie pour définir C°.

PH(ASNCY) < P+~<{‘sup M} = XF> c})

[a:t]

+ Pt ({supblM;" - X¥ < c} nAaALN C‘)
fa.b)

D’aprés (7.2), il suffit de s’intéresser au dernier terme. On introduit 7, un
F~temps d’arrét, -
r=inf{t > a, X] SO0} AT,

avec X} = (X, u). Sur Pévénement A5, 7 < bet (M}, u) =0, d'o

-
+
X7

{sule,*—,-X,*’lgc}ﬂAiﬂC‘ C{ 50}00‘:@

{a:b]

Lemme 7.2
Sous (HD1) : il existe eg, k > 0 lels que Ve € (0, €0},

E (w’fzb At Q;) < eIV
Sous (HD?2) : soit r > 0, il exisle €q, ky,ka, k3 > 0 tels que Ve € (0, &),

E ([M?Z,, _ M Q:;') < e MIVE 4 pyemhor,
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Preuve Siw € Ay, Z;,(w) = 1

‘Soit D€ Yy ‘
E (142 - ) ;vp) = [ Wiz - bt
B /D . M7, — MF|dP
< [ 1M 14P 4 b M1dp
Par I'inégalité de. Cauchy-Schwartz, on obtient
E(IMiZ - W1 D) < (B*|Mp[B+(D 0 AS)
+ (EIM,, | ):P(D M AS)z. (7.3)
On rappelle que le processus {M;*; ¢ > 0} vérifie les sy‘stémé&sui\’/ants:

{ dM;f By MFdt + By(=y} — ¢} + ¢7)dt + FydV, + GydWy, t > q;
I MY = XH t<a ’ ‘

ou {V;,t <0} et {W,,t <0} sont deux P-processus de Wiener standards
indépendants.

Mt = ByMFdt+ FodVit + GodW, t>a
My = XM t<a

ou {Vi* 1< 0} et {W,+ ,t < 0} sont deiix P*-processus de Wiener stan-

dards indépendants.

Par les propriétés du temps local (3:4), les lemmes 2.5 et 2.7, et 'inégalité
de Cauchy-Schwartz, on obtient

E(IM} ") < +oo, E¥(IMH[) < +oo.

Sous (HD1), nous prennons D = Q%) l'inégalité (7.5), le lemme 7.1 et le
théoreme 4.5 impliquent

E (lM?Zb ~ i); D) < ekIVE,
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" pour uri-certaink > 0 et ¢ siffisamient petit.

I ,f\‘

Sous (H D2), nous prennons D = Q}". Par l’megahte (7.3),: le lemme. 7.1
et la proposxtlon 5:10, nous obtenons

[3

(|M+zb M D’) < e hIVE 4 g,

pour certains-kj , k35 k3 >0 ét ¢ suffisament-petit. -
a

Par une démonstration analogue & la précédente, on démontre le lehme
suivant:

Lemme 7.3
Sous (HD1) : il existe g9 > 0, k > 0, tels que

E ({12 1]; Q%) S ™V

Sous (HD?2) : soit r > 0, il eriste g > 0, ky,> 0, ky > 0, k3 > 0, tels

que X
E({12~1]; Q%) eVt kye b,

Théoréme 7.4
Sous (HD1): V0 > 0, q > 0, il existeeq > 0, ky > 0 tels que Ve € (0,¢,),

P({le - X:I >0e°1NQ%) < e—kilVE

Sous (HD2): V0 > 0, il existe eg > 0, ky, ko, ks > 0 tels que Ve €
(0)60]s

o k
P({IRs = X3 > 0} nQY) 5 e8IV 4 Zpmbon

Preuve Nous considérons uniquement le cas ou 'hypothese (HD2) est
vérifiée. Dans Pautre cas, la démonstration est une version simplifiée de
celle présentée. On introduit Ja décomposition suivante:

Xo = X = (X = M)+ (M = M) + (M - XF),
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1} Xy - Mt ¢ En utilisant l'inégalité de Jensen et le fait.que X, = M;'
sur. P'événerient ‘A,.;.on obtient: :

E(1X: ~ M |; Q57 n AS)

E(|X, - M]; QY) <
- < E(IXy - MEPYRP(QY N A3

Le moment E|X, — M;'|* étant borné, par une constante indépendante de ¢,
donc 'inégalité (5.15) implique 'existence de ki, k; et k3 > 0 tels que pour
¢-suffisament petit,

. k
P({IXy = M| >0} NCY™) < e ™Yo 4 7%-*" (7.4)

2) M — M} :  cette différence se réderit
M} - M = M} — M} 2, 4+ M} (2, - 1).
En utilisant 1égalité M;' 2, = M::Zb, on obtient:
P({IMy - M| > 0N Q5"
({wiFs - i1> g nay)

o 0 .
+ P({IM,;*HZb—ll>§}nQ5;).

IN

Le premier terme se traite par 'inégalité de Markov et le lemme 7.2. On
s’intéresse au second terme. Soit 8 > 0,

P ({W:uzb 1> g} ncz:c’)

P(QYT NAL) + P({]A}';fj > %}nmncgi;’)
+ P ({|Z‘,, -1 > -@,;'-} nQi,")

< e Rl +k, e-k/8 F fie—ksf

f— oﬂ k]

IN
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pour: certains=ky- Ky iky , kq , ks > 0-et- e dssez petit;-ent utilisant:réspective-
ment pour chaque terme, inégalité (5. 15), le Iemme 2.5 et le lemme 7.3. Si

nous prennons § = '—, on obtiént
r

-t

e o bt p
B 1> 0 gy <o 4 B By
pour certains ky , k2, k3 > 0 et € petit.

3) M,;‘ - X}t :  Dlapres lindgalité (6.16), il existe &g, k > 0 tels que

Ve.€ (0,\6‘0], L. N
EY|M} - X <70 (7.6)

Ainsi, d’apres 'inégalité (5.15) et (7.6), on obtient
P({IMy —X}>01nQY) < PQY n43)
+ PH{IM - X > 0} nAy)
< e~khIVE 4 %e"‘". (1.7)

Des inégalités (7.4), (7.5) et (7.7), on déduit le théoréme sous ’hypothese
(HD2).
0

Sous I'hypothese (H D1), d’apres le théoreme précédent, le filtre de Kaiman
al’instant b, X,, , est asymptotiquement optimal sur ’événement-test Q% (a, b)
lorsque € — 0.

Corollaire 7.5 Sous (HD1), Vg > 0, il existe ¢y, k, = %,(e,) > G tels que

EI;E (1Xs — X175 Q%) < &y

Du théoréeme 7.4 et du lemme 5.11, on déduit le corollaire suivant:

Corollaire 7.6 Soit0 <a <7 <,
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i
4 - Sous-(H:D1): V0, q > 0 il e:nstc €47 kg > 0 tels que Ve €.(0,¢,),-.
it . . |

SN s
PR - K1 > 07} Q4) < eHIVE. g
N ’ i
’ Sous (HD2): V0 > 0, A > 1, il existe ro > 0, eo>0 k;,kg,lc3>0 :
et une: fonclion -croissante Play) : : RY = RY,. 1618 que VYr € (0,70,
3 Ve € (0,¢0),
;’ Y 4 e,r B —k;/\/;; k2r 03 l Xr Y A-l;ar
[ P({IXs — X;7] > 0}]Q%7) <e L e Gl S
: ‘ ’ 4
On a un résultat similaire pour | ’qrreur d’approzimation |)25 - X’; | sur-Q°. %
sous (H D1), respectivement, sur Q" soiis-(H D2).
i
- i
i;
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8 Extension des résultats au cas [ > 2

Nous étudions brievement comment adapter les différents tests présentés
dans les paragraphes 3, 4, 5 et 6 dans le cas ou la fonction d’observation A
est affine par “morceaux” dans le cas [ > 2. Pour éviter que le processus
{Xi; t > 0} puisse atteindre les sous espaces de IR" de dimension au plus
n — 2, (cf. [1]). nous considérons uniquement le cas ou le coefficient de
diffusion est constant.

Les hypotheses (H1) a (H5) sont supposées vérifiées avec £y = ¥p =
... = %; = I,. On rappelle que nous supposons I’existence d’une partition
polyédrale finie de IR",

!
R" =0,
1=1

telle que sur chaque polyedre O;, les restrictions des applications continues &
et h sont affines et celles de I'application mesurable o sont constantes. Pour
it =1,...,1, on définit les applications suivantes:

b:R" - R"
r — Bz + b, ’
h,: R* - R"

r - lz+h,.
Ainsi, Vz € O,,0on a
b(z) = b(z), h(r) = h(z) et o(z) = I,.

On note que ’hypothese de continuité des applications h et b implique que
cette partition est “propre” i.e. la fronticre entre deux ployedres est incluse
soit dans un sous espace de R" de dimension au plus n — 2, soit dans un
hyperplan A,,
A ={zelR" (z,u,) =¢},

avec u, un vecteur normé de R" et ¢, € R™.

Nous désignerons respectivement intérieur, 'adhérence et la frontiere
d’un polyedre O par é, O et 9O. La réunion U de toutes les frontieres des
polyedres {©,},=1, peut s’écrire sous la forme suivante:

J
u = U 1)} U-l\‘,!

1=l
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ou Dj = {z € R", (z,u)) = cjeta; < (z,v,) < B;} avec u;, v; des
vecteurs normés de IR", c;, a, et B, des réels, est inclus dans un hyperplan
A, et N est la réunion des sous espaces de dimension au plus n — 2.

Soit 0 < @ < b, on définit les événements suivants:

Aia,b) = {X, €6;,a <t <b} i=1,...,L
Pour ¢ > 0 choisi,
C*(a,b) = { dist(hy(X]), h(U)) > c,a <t <b}.

Test de détection des passages de {X,} par U:

On s’intéresse a la différence h(X,) — i—z,()‘({), 1 =1,...,l. Vu que nous
avons restreint notre étude au cas ou le processus {X,; ¢ > 0} a une pro-
babilité nulle d’atteindre N, nous pouvons utiliser la formule d’Ito-Tanaka
généralisée pour obtenir la différentielle de h(X,) (cf. {11)).

Soit z € D,, on a, pour ¢ petit,

h(z — eu)) = H; (z - eu,) + h},
h(z +eu)) = Hf (z + eu,) + A}
On pose (AH), = (H; - H}").

r ’ 1 J‘ <
dh(X0) = K(X)dX, + 5 3O (AH) 0, x,en,)dL8 (X , ),
)=t

ou {L’; t >0} est le processus temps local en ¢, de la semi-martingale réelle
(X, u,) et b’ est la dérivée de h définie sur R™ — 4.
D’autre part,

dh,(X}) = H(B.X} + b)dt + ~H K IR(X,) ~ B{ XD} + H K dW,.

o |

Donc {Z, = h(X,) - 71,(X,‘); t > 0}, verifie Péquation suivante:

I , .
dZ, = =AZudt + Pt + AV, + w2 dW,
[

J
+ 2 (AU, v en dLY (X u)), (8.1

=1
avec
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o A; = —H;K! , matrice stable d’apres la remarque (2.2).
o ¢ = K(X)H(X) - Hi(BX; +b) .

o ) = K(Xi}f(Xe).

o ¥} = W(X,)g(X:) + Hi K.

A partir de (8.1), par une démonstration similaire a celle de la proposition
3.1, on établit le résultat suivant:

Proposition 8.1 Vi = 1,...,I, V0 > 0, Va € [0,3], Vv €]2a,1[, il eziste
k>0, g0 >0 tels que Ve € (0, ¢,

A a k
P ({aplhox) -] > 0er}) <o {-E5 ).

o

Ceci nous permet de construire un test de détection des passages de X,
par U a 'aide de X;. Choisissons par exemple i = [. Le résultat analogue a
celui du théoreme 3.4 s’écrit:

!
P{({JA) NC} eV,

i=1
pour un certain k > 0 et ¢ petit.
Remarque 8.2 Appliqué dans un cadre général, ce test peut étre trés sélectit
lorsque { est grand, au sens ou il détecte plus de passages de X, par U qu’il
n'y en a. En eflet, dans le cas [ > 2, du fait de la non injectivité de h, I'image
de la frontiére d’un polyedre peut étre incluse dans I'image de parties de R™
d’intersection vide avec U. Ainsi. pour ! grand, ce test est intéressant dans

sa version locale, lorsque les valeurs prises par la fonction h permettent de
découper le domaine d’application du test.

Pour p > 2. supposons qu’il existe ky, ky. ...,k avec 1 < 5y <hp < -+ <
k, < ltel que

p
N A(O4,) # 0
1=}
et un compact K inclus dans (., £(Oy,) tel que

0 < ¢ < dist(h(U}.K).
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On définit Pévénement C'i‘j,

Jf( = {hl(};’t’) €eX,vte [a)b]}

¢ Sur Cg, on effectue un premier choix entre “Ag,” et “Ag,”.

¢ Si, par exemple, le test décide “Ag,”, sur C§, on teste “A;,” contre
“Ah” .

e ...

o On réitere la procédure jusqu’a ce que toutes les alternatives soient
considérées.

Cependant, si en pratique un des tests ne peut décider faute de temps sur
I'intervalle [a, b}, aucune décision ne pourra étre prise sur cot intervalle. Ainsi.
il est suffisant de décrire les tests de choix entre deux alternatives “A,” et
“AJ”'

Soit X;,, un compact inclus dans (0,) N h{D,) tel que

0 < c < dist(h(U), K,,).

Sur 'événement C7, = {h(X]) € O,,; Vt € [a.b]}. nous devons appliquer un

test pour choisir entre “4,” et “A,”.

Sous (H D1i), le test de la variation quadratique:

L’hypothese (H D1) s'écrit:
HEZILT # H)X S H;
On définit les événements ¢f = Q5. @5 = QL comme en (4.1) et (1.2). Alors
pour € petit,
PATQI) < FIVE,
PLA Q) < FV




Sous (HD2), test du rapport de vraisemblance sur les accroisse-
ments de ’observation:

Sous 'hypothese (H D2),
IT* =i} =T,
ker(H;oE;oiz,-‘l—H_,-ol‘),-ol-z;-'l) Ch(U), ;
la matrice (I'T*)~'(H;B;H;} — H;B;H;’") est symétrique, .
a partir de ’étude du cas € = 0, nous définissons la fonction suivante:
kj: R" = R
z = 1o (T0*) (H:BH' — H;B;H") 2
+(PT)~ (H,(b: = BiH{'h;) — Hy(b; — B,H;'h;)) «

S T D w3 e s $ B 27

et la statistique L,

N R L e TPy

L = Kij(§m-1) = #ij(¥0)

_ %(b — a) Trace (H,B:H{" - H,B; ;")

m-—1
= % (I obioh @) - [T H, o b o B (7)),
k=0

en utilisant les notations introduites dans le paragraphe 4. Le terme de
précision R{; s’écrit

m~1
R, =e¢ Yo IPYH, 0 boh ' — H;ob, oiz;')(yk)]z.
k=0
On choisit arbitrairement r > 0 et on définit les événements suivants:
ij" = C,-‘) N{R;; >r},
Cr = ConiLs 20,
C;" = Cin{L; <0}
Pour ¢ petit, on a
P(A,NC) < eMIVE  fyehor,
P(A;NCPT) S MMt kpeo,
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En introduisant la fonction 6['2',,] : RY = [0,1],
5@ = P{IT'(H;ob o b — H, 0B 0 h7") (M(XD) [ < =}
NC N (A:iU 4;))

on obtient des résultats analogues au lemme 5.11, au théoreme 5.13 et au
corollaire 5.16. Soit 0 < a < 7, < b, pour ¢ suffisament petit,

e sk IE . e Ar —kar
P(A|Q5") < eMIVe 4t (‘n —a) e,

e.r e e /\T' .
P(4;1QF) < MV 4 gy ( _a)k’e "

ol A > 1etpf,: IR* — IR est une fonction croissante définie a partir de
i

6[0,6)'

Test du rapport de vraisemblance sur les sorties des filtres de
Kalman-Bucy (FK;) et (FK;):

Soit 0 < a < d < b. Pour ¢ < 7, on définit la statistique de test comme
en (6.2) par
Te 1 fbas ¥ 1 b 7712
L= o [ = kY - o [k - Py at,

olt kY = hi(X?) et kI = k,(X7). La partition de R™ étant “propre”, il existe
ux un vecteur normé de R™ et ¢, € R" tels que, par exemple,

AtC{(X(,uk)zck)aStSb}’«

Le coefficient de diffusion étant supposé constant, nous introduisons un change-

ment de probabilité plus simple que cclui proposé dans le paragraphe 6. On
définit une loi de probabilité P* sur (2, F;) par

[y

1-84




. e ——

avec

Zo= exp { / " -t [(B,(x,) ~b(X)) - -i—G’(fz,-(X,) _ h(x,))] dv,

[ |p-' [:0x0 - 1000 = 260 - hix)|[ @

+2 / (Ri(X.) — h X))dw,—-—/ [hu(x0) ~ b e}

Les restrictions de P et P’ 4 (2, F,) coincident, et
VD C Aia,b), PY(D)= P(D).
Pour t > a, on considere le probléme de filtrage linéaire suivant:
dX, = b(X)dl + FdV} + GdW},
{ dY, = hi(X})dt + edW},

ou {Vi,0 <t <b}et (W50 < t < b} sont des processus de Wiener
standards indépendants sous la loi P'. Lu statistique L, se réécrit:

At 1 b Ax 1 1 b Ai h ~3
Li = 56:‘;/4 (hy — ki) dt + E‘/‘; (hy — ht)dw,
1 b ] 11 v 71
+-5/ (Rt = h)(HXE = H,XY) dt,
ou Xi = Ef(X, W) et {&;0<t < b} est un F- processus de Wiener dit

processus d’innovation sous la loi pi.
De la fagon similaire a la probabilité P*, on définit la probabilité P? sur

(Qa}-b)"
- 1
I = 752 / (= k)2 dt + - / (h = i)dr
+ / (hi = )1, X7 = H,Xi) de,

ot X/ = - Bi(X, [ ) et {&]; 0 <t < b} est un Fi- processus de Wiener sous
la loi Pi.

On obtient un résultat snalogue 4 celui du corollaire 6.15.
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Sous I’hypothése (IID1):
|H: K, — H;KL| > O(1),
soit 0 < a < d <7 <, pour ¢ petit,

P(A; Q%)

< ekIVE
P(A;|1Qf) < e *IVE,

avec Qf = ij(a, b)n {I:‘(a, ) >0} et Q; = C,-‘j(a, b) N {Z‘(a, ) <0}.

Sous ’hypothése (HD2):
[H K - H K| < O(e)

et

ker (H; obohi'—H,o0b, ol_z;") C h(U),

on définit les événements tests

-

€,r Ae l 5 . i

& = {0 - i pas 2]
Ae.r Ae 1 b T+ 7 —=12

J' = Qjﬂ ;i,/d(h' —-h,)ds_>_r

Soit A > 1, 79 > 0, pour € petit et r < 1o, on a:

- ki SE . e Ar —kyr
P(ANQ)) < hiIVE +pfa_b,(n_ ) b

Ae,r —ky /. ar Ar —kor
P(A;|Qi") < e L'/ﬁ'*'/’{a,b) <T1 )6 kar

o1 la fonction ﬁfa'b] est croissante. Elle est définie de fagon analogue 2 (6.29)
a partir de la fonction 6[';,,] R - [0,1],

big(z) = P({[iﬂb]

a,

. o . )
A (0B o7 — I, 0 by 0 b)) (XD < x}
NCE N (A UA,)).
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D’apres la remarque 8.2, les intervalles de temps détectés sans passage par
U det — X, sont d’autant plus courts que ! est grand. Sous les hypothéses
du type (2), vu que les probabilités d’erreur des tests proposés dépendent
de la iongueur de ces intervalles, ces tests perdent de leur efficacité lorsque [
augmente.

Ainsi, pour ! grand, ces procédurcs ne sont intéressantes que lorsque
Pallure de la fonction d'observation h permet de les appliquer localement.
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Chapitre 1II

Filtrage linéaire par morceaux
d’un systéme en temps discret
avec petit bruit d’observation

en collaboration avec P. Milheiro de Oli" 2ira
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Résumé

Nous nous intéressons a un probleme de filtrage linéaire par morceaux en temps
discret avec petit bruit d’observation. Nous présentons et comparons plusieurs tests
permettant de déterminer les intervalles de linéarité de la fonction d’observation,
notamment dans le cas ou elle est symétrique. Sur chacun de ces intervalles, nous
approchons le filtre optimal par le filtre de Kalman-Bucy correspondant. Comme
dans [4], nous approchons des processus discrets par des diffusions pour estimer les
probabilités d’erreur et les temps moyens pour prendre une décision.
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1 Introduction

On s’intéresse au probleme de filtrage non linéaire suivart:

d.Yl = b(Xg)dl"l“a(.Y:)dU‘ (]])
dY, = h(X)dt+edV,, Yy=0, '

ou {X;, t > 0} est le processus a valeurs dans IR non observé a estimer a I'instant 7
au vu des observations jusqu’a l'instant 7 du processus unidimensionnel {Y,, t > 0},
€ un parametre “petit” et {U,, t > 0} et {V, { > 0} sont des processus de Wiener
standards indépendants, a valeurs dans IR.

Il est bien connu que le probléeme est de dimension infinie, au sens ot pour le
résoudre, on a a déterminer la solution d’une équation aux dérivées partielles, par
exemple I'équation de Zakai. Si la fonction k est monotone, sous certaines hypotheses
générales de “régularité”, le filtre de Kalman étendu, entre autres, est une “bonne”
approximation du filtre optimal (cf. {13], [8], {1], [7] et [10]). Le probléeme avec h non
monotone, sous unc certaine “hypothese de détectabilité” a été iraité dans [5].

Dans le cadre du filtrage linéaire par morceaux, on suppose que

o b(z) = B_zl{;¢o) + Byrlirz0)
® o(r) == 0_1;c0) + 04120}
[ ] Il(l‘) = [1-1’1{,(0} + [[.;.1'1{;20}.

Si Hy H_ > 0. i.c. la fonction h cst monotone, pour ¢ = 0, X peut étre parfaite-
ment connu et pour ¢ “petit”. le probleme n’offre pas de grandes difficultés.

Dans le cas H,I{_ < 0, i.e. h non monotone, bien que h(X,) puisse étre estimé
de fagon précise. il n'est pas immédiat qu’il en soit de meme pour X,. Le filtre de
Kalman ¢tendu est en général inefficace, le probleme étant de déterminer le signe
de {X;.t > 0}. La détermination du signe n'étant possible que dans le cas ou
ja variance conditionnelle est petite (). on introduit hypothese de “détectablité™
suivante notée (HD) :

Ha® # 1'g? (HD1)
(11 D) ou
%o = Hio? cu By # B (HD2).

Sous (HD1), dans (3], un filtre approché a été proposé et dans le chapitre I, il
est montré que sous (HD2) un filtre du méine type peut étre utilisé comme approx-
imation du filtre optimal.

'Contre-exemple: b= 0.h(r) = |r].0 = 1.
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L’idée est de construire un filtre approché a partir de deux filtres de Kalman-
Bucy, associés respectivement aux deux problemes de filtrage linéaire shivants:

{dx, = B,X,dt +0.dU, 02
dY, = H,X.dt+edU,
“ dX, = B_X.dt+0o_dU
Ve = - .
{dY; = H_X‘,dt+edU,f (13

On calcule ces deux filtres “en paralléle” et on utilise deux tests.

e Un premier test permet de détecter des intervalles de temps durant lesquels
la trajectoire de {X;}, nc passc pas par 0.

o Un second test permet de décider si X, < 0 ou X; > 0 sur ces intervalles. sous

I’hypothése (HD1) ou (HD2).

Sur chaque intervalle de monotonie, nous approcherons le filtre optimal par le filtre
de Kalman-Bucy correspondant.

Nous considérons I'intervalle de temps fini [0, T}

Dans ce rapport, nous nous intéressons a la résolution numérique du probleme
linéaire par morceaux dans la situation o la fonction d’observation h est non mono-
tone. Nous comniengons par discrétiser le systeme continu (1.1) par un schéma
classique de discrétisation en temps avec pas Al = ¢. Le processus {Xeac}s est
approximé par {rx}e, {Unk+1)ar — Uracs par {\/Zl ki, {Vik+1)ae — Viae}r par
(VAL ek, ((A)7 (Yienae = Year) } par {yihs-

Nous obtenons le modele discret suivant:

{rm = 2 ebln) + vEo(ri) me (1.4)

e = h(r)+ Ve,

avec les fonctions b. o et h définies comme précédemment. On émet les hypotheses
suivantoes:

(H1) {us}s et {ve}s sont des bruits blancs gaussiens standards ct indépendants.

(H2) ry est une variable aléatoire réelle telle que E(exp {cor2}) < +20, pour un
certain cg > 0.

(H3) H.Hy <0cto_oy #0.

Sans réduire la généralité du probleme, on suppose que h{z) > 0 Vz € R. i.c. on
supposc que

II-5
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(H3) H_. <0 : H,>0eto.0, #0.

Nous adaptons I'étude faite dans le cas continu an cas discret. Notre but est
de mettre en ccuvre les tests permettant de séparer les intervalles de positivité ot
de négativité de {z;}x et de comparer leur performance. Nous nous intéressons
principalement a la situation ol I'hypothese (H D2) est vérifiée, le probleme sous
I'hypothese (H D1) ayant été traité dans [4].

L’étude de I'évolution de la loi conditionnelle, obtenue de fagon approchée par
résolution de I'équation de Zakai discretisée (cf. [9]), nous aidera a interpréter les
résultats obtenus.

Ce rapport est organisé comme il suit:

Dans le paragraphe 2, nous présenterons les deux filtres de Kalman-Bucy (2.3) et
(2.4) utilisés et nous formulerons des remarques préliminaires. Dans le paragraphe
3 nous nous intéresserons a la détection des passages du signal par 0. En analogie
avec le cas continu deux tests scront proposés, l'un basé sur les accroissements des
observations (cf. [3]) et 'autre sur la sortie d’un des filtres de Kalman-Bucy (cf.
chapitre I). Sachant que sur un intervalle de temps {a, b le signal ne passe pas par 0,
avec une probabilité donnée, nous considérons un autre type de tests pour décider
du signe de {zi}+ sur [a, b]. Sous I'hypothese (H D1), des études ont été faites par
[4]. Ces auteurs ont mis en ccuvre deux tests différents: P'un basé sur la variation
quadratique, I'autre dn type rapport de vraisemblance basé sur les sorties des filtres
de Kalman-Bucy. Nous résumerons brievement ces procédures dans le paragraphe 4.
Sous I’hypothese ( H{ D2), nous présenterons dans le paragraphe 5 un test de rapport
de vraisemblance basé sur les accroissements des observations et adapterons le test
sur les sorties des filtres de Kalman- Bucy du paragraphe précedent au cas traité.

La mise en ceuvre des tests de détection et du signe ainsi décrits nécessite la
détermination de formules explicites pour les bornes. Bien qu'une démonstration
rigoureuse n'ait pu étre faite. les formules proposées sont justifiées de maniere heuris-
tique. Dans le cas o1 B_ # B., nous émettrons I'hypothese supplémentaire:

(H4): B, <0et B_<0.

Cette hypothese n'est pas trop restrictive pour notre propos. En effet, suivant le
signe des coefficients de dérive, nous avons deux comportements distinets du pro-
cessus {rg}. St By et B sont négatifs, il devient stationnaire deés que l'intervalle de
monotonie est agsez grand. Sinon, il peut “fuir” vers Uinfini. En fait. nous étudions la
situation la plus délicate au sens o, la probabilité pour que le processus {7y} passe
par zéro est importante. Cependant, si les valeurs |B_| et |B,| sont grandes, {r}
aura tendance a changer rapidement de signe et les tests n’auront probablement pas
suffisament de temps pour décider.

Le paragraphe 6 est consacré a Papplication numérique de ces méthodes, Des
criteres de comparaison entre les différents Lests seront proposés et les résultats
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des applications a divers excmples seiont présentés. D’autre part, la solution de
I'équation de Zakai sera utilisée pour la justification du comportement des filtres
approchés.

Pour conclure, on présente dans le paragraphe 7 quelques réflexions sur le com-
portement de ces filtres et on discute la performance des différents tests étudiés.

Notation 1.1 Elant donn€ un processus {Gy} on écrira
G = O(¢¥).
ot q € Ry, pour signifier qu'il existe ¢) ¢y ,¢5 > 0 tels que

E[G3] < ¢y exp{~cike} 4+ c3e* I, VE e N, e > 0.
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2 Deux filtres de Kalman-Bucy en paralléle

Soit V¥, la tribu des observations jusqu’a I'instant k, VE=a{yoyr. - ). La
solution du probléme de filtrage associé au systeme (1.1) étant donnée par la loi con-
ditionnelle de r; sachant y{;, nous commentons bricvement son comportement (cf.
[4]). Sous 'hypothése de “détectabilité” (HD), la variance de cette loi est “petite”,
sa densité se¢ concentrant autour de deux maxima locaux, I'un négatif et autre
positif. Ce phénomene se justifie du fait qu'on a, soit x4 — yu/H_ = \fe/H_ v,
soit Tx — yu/Hy = fe/H, vk, donc la densité conditionnelle est “petite” excepté
sur deux intervalles d’amplitude d’ordre O(y/¢), autour de yi/ I et de yx/Hy. En
émettant ’hypothése de détectabilité (H D) nous nous plagons dans la situation ol
lorsque {z} prend ses valeurs loin de 0 durant un certain intervalle de temps, un
des pics tend a disparaitre, la loi conditionnelle s’approchant d'une loi gaussienne. 11
apparait alors légitime d’approcher le filtre optimal par un filtre de Kalman-Bucy.
Intuitivement on s’attend a ce que, sous I'hypothese (I D2), le temps nécessaire pour
faire “disparaitre” I'un des deux pics soit plus long que sous I’hypothése (HD1).

Cette idée sera illustrée dans le paragraphe 6 (voir les figures A.3 a A6 et A.12 a
A.14).

Soient (2F,Q*) et (#;,Q") les filtres de Kalman-Bucy associés respectivement
aux systemes linéaires

{:r,m = (1+Bye)ri+ Veo,u,

(2.1)
e = Hizp+Veve,y0=0
et
Tepr = (1+Boe)ay +Jeo_u (22)
Yi = I]—Ik+\/:-;vkay0=07

avec conditions initiales gaussiennes
o it =15 = E(zy)
+ _0+f O =0~
¢ Q5 =Q%, Q=@
ou Q% et Q~ sont les variances stationnaires des lois conditionnelles.

Remarque 2.1 Les expressions de ces variances se calculent facilement. (cf. [10]).

Les filtres sont donnés par les équations suivantes:
\ R ! -
ity o= (V4+eBy)# +-1.Q% (yrgr — Hi(l + ¢ By )&
<

ps + (0% + 162 H2)E (2.3)

Q- :
[Hyl |24 ps + (0% + 102 HE]3)
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avec
pi = (2By + Bie)e + o2 113,
e o 1 - -
g = (1+eBl)ig + -e-I[_Q (yopr — H-(1 + € B_)2y)
0 = Pt + 402 H?| (2.4)
[H_| [2+ p- + [0 + 102 H2]3]
avec

p-=(2B_ + B%c)e + ol H?.

Remarque 2.2 Le fait d’avoir considéré une condition initiale gaussienne avec pour
variance, la variance conditionnelle stationnaire, n’est pas génant pour la suite de
notre propos. En effet, puisque les systémes étudiés se caractérisent par une “mé-
moire courte”, 'influence de la condition initiale tend a disparaitre rapidement.

Les gains stationnaires sont donc.
oy 1 + -1 -
Kt =-H.Q et K- =-H.Q .
€ £
On introduit les processus dits “d’innovation”

Vi = Yk — Ho(1 + e By )3

Vigr = Y1 — H_(1 + e B_) .

Les processus ainsi définis sont considérés approximativement comme des “bruits
blancs” au sens ou leurs variances sont d'ordre O(¢), tandis que les corrélations
E(vivil) et E(vi v ) sont d'ordre O(e?).

On notera eIt et ¢~ leurs variances respectives,

edt = e(1+oiHE)+ H1 (1 +¢B,)? QY,
e = e(1+a2I12)+ (1 +eB.)? Q.

Dans la suite, on étudiera la procédure de test permettant de séparer les in-
tervalles de monotonie de la fonction h et de décider du signe de z;. Sur chacun

de ces intervalles, il sera alors possible d’approcher le filtre optimal par le filtre de
Kalman-Bucy correspondant.

11-9

— A———ro———

i

T may Pl ¢ e,




3 Tests de détection des passages de {z;} par
Z€éro

Nous devons premiérement déterminer sur I'intervalle de temps [0, T, les intervalles
sur lesquels {zx} ne passe pas par zéro, avec une probabilité donnée , proche de 1.
Nous présentons deux tests de détection, le premier s’appliquant aux observations
Yk, le second & la sortie de I'un des filtres de Kalman-Bucy.

Soit I'intervalle de temps [a, b}, avec 0 < a < b < T. On pose m = [(b— a)/e] et
io = [a/€]. On considére les deux événements suivants:

A. = {&x <05 k=1dgig+1,--+,i0+m},
A, = {xk>0;k=io,io+1,"'>i0+m}‘
On remarque que

(A- U AL)° = {2k 2441 < 0 pour un certain k , i < k < 4o + m}.

3.1 Test sur les observations y;

Etant donné que “h(z) = 0 ssi z = 0", h(zx) “petit” implique par continuité de
Papplication h, z; proche de zéro. Cependant h(z;) n’est pas observe, mais pour €
“petit”, il est approché par y;.

Soit ¢, > 0 une constante a déterminer.

On définit I'événement test suivant:

C = {lme] > coss }

On montre de fagon similaire & la version en temps continu (cf. [3[proposition 3.1})
la proposition suivante (cf. [4)[proposition 2.1]):

Théoréme 3.1 Soit cop, > 0 et €9 > 0 donnés, il existe § > 0 tel que Ve € (0.5,
on a

P({(A- U ALYIC}) S ePe.

Détermination de la constante c,,:

Nous utilisons, pour la détermination de la constante c,5, un raisonnement similaire
& celui proposé dans {4], sauf que dans notre cas le coefficient de dérive n’est plus
supposé constant mais constant par morccaux. Intuitivement le choix de ¢, doit
étre un compromis entre “conserver des intervalles de monotonie suffisament grands”
et “réduire la probabilité d’erreur du test”.

I1-10
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On cherche a ce que la probabilité

P({zizker <0} | {1yl 2 Cobss |9kt1] 2 Cobs})
soit faible. D’aprés i"hypothésé (H3) on obtient:

PU{ys < ~cops}) < P({0h < —Cope VE}) < = e=el 2

Nous nous permettons donc de considérer uniquement le conditionnement par rap-
port a I'événement {yr > Cobsy Ya+t = Cobs}. De plus, on a:

{ThTrpr <O} O {yk 2> Cobor kit 2 Cobs} = D}, U

avec les définitions suivanies pour les événements D), D?:
D; {tr < 0,200 > 0} N {1 2 € Y1g1 2 ¢},
D? = {4 > 0,241 <O} {Yk 2 ¢, 4h41 2 ¢},

Y Cobs?

i

pour tout ¢ > 0.
On considére séparemment les évinements D] et D2 .

¢ Sur D!, on a les récurrences suivantes:
i1 = (L+eBlar+o-veuy,
e = Hezet Veve, gow = Mz + VEvpg .
On déduit I'égalité:

i
7(I{-yk+; -H QO +eBly) = By Hooowp + Hovgey = Hy (1 + e B)uy.

Or. d'aprés {H3'} on a hixy] 2 0 et, pour £ suffisamment petit, on obtient la
rmajoration

-‘ﬁ;n, ~ (1 +eB)ie <

Zy=H. H o u; + H—"-’kH - H.;.{l +€ B..) Ut
suit une loi gaussienne N(0, I3 H0? + H? + H3(1 + ¢ B-)?).

Soit {Z}} le processus normalisé associé a {Z;}. Pour un risque a donné (?), on
détermine A > 0 tci que

2!,

ou

Pz 2 ) < a

par inversion de la fonction de répariition de la loi normale centrée réduite. On
obtient ainsi I'expression de la constante ¢,:

12 [12 5% 2 2 >-"2
q=)~\/g‘/l+ ._a_+il,+11+(l+el3)
{H- - H (1 +<B_)]

*Généralement on pread o = 0,05 .
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e Sur D?, un raisonncment similaire au précédent nous amene a considérer

une constante ¢, dounée par:

TH0l + H2 + H2(1 +¢ By )?

VH
e = Me [, —H_(1+¢B,)]

Dans les applications numériques, pour une probabilité d’erreur a donnée, nous
prendrons c,;s = max(cy, ¢2).

Remarque 3.2 Dans les calculs de la constante c.,, la prise cn compte de la dérive
introduit uniquement des termes d'ordre O(¢%/?) que nous négligerons devant les
termes d’ordre O(/Z).

3.2 Test sur la sortie d’un des filtres de Kalman—-Bucy

On se propose de décrire un test capable de détecter les changements de signe
éventuels de 74 i l'aide de la sortie obtenue par un des deux filires de Kalman-
Bucy, par exemple {#}}. La construction d’un tel test se justifie par le fait que
“h(z) = 0ssi z = 0" et par la proposition suivante:

Proposition 3.3 Soit 0 < a < b. Pour tout 0 > 0, 1l eziste B > 0, £g > 0 tels quc,
pour & € (0,e9]. si on définit iy = [a/e] et m = [(b— a)/e], on a:
P({,_max__|h(zx) - H,&}| > 0}) < e IVe,
EITIRERTE S 1Y

En va de la démonstration de cette proposition, on établit d’abord le lermme
suivant:

Lemme 3.4 Pour tout T > 0, il caiste €9 > 0 et ¢, C > 0 tels que, pour tout
¢ € (0.¢q), m = [T/e],

E(expkn(}ax cxl)<C.
Notation 3.5 On notcra ¢, une constanlec indépendante de €, sans se soucier de
sa valeur. Elle pourra donc varier d’une ligne a Uautre.

Preuve
La preuve de ce lemme est présentée en 3 étapes (ct. chapitre I {lemme 2.7} pour
la preuve analoguc en temps continu).
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Etape 1:

On démontre le résultat suivant:
Lemme 3.6 On dcfinit le processus {1} par
ket = (1 7 €B)zk + Ve ouy, (3.1)

ot zp est une variable aléatoire indépendante du processus {uyx} et il eziste des
constantes ¢y, Cy > 0 telles que

Eicaneg2l) < Co. (3.2)

Alors, pour tout T > 0, il eriste € > 0 et c, C > 0 tels que, pour tout € € (0,¢),
m = (T}e],
E(exp max czi)<C.

=0, m

Preuve
Nous réécrivons P'expression de z;,; en mettant en évidence une partie dépen-

dante de zo et une partie martingale:
zkpr = (L+eBY[(1 + €B)zg + My,

avec

k
M. =0z Z(l +eB)u,.

4=0

2o S0 +eBYR(1 4+ 6B)%:2 4+ 2MY < TB2(1 + eB)* 23 + 2M7)

D'apres (3.2) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il est suffisant de montrer qu'il

existe gy. ¢, C > 0 tels que Ve € (0,¢y).

E(exp poihax ¢ MHh<C.

Or {M,} est un processus gaussien centré de vaiiance E[MF,

E{V}] = keo® si B=0,
(14+eBY¥ —(1 +eB) % ,
E[M}] = o? B('Z-}—(EB) si B#0.
) . {1V 4+eB)
S 0, M2 2 a? e
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~(1 + &B)? + exp(2ke B + ke? B?)

Si B<0, E[M] <o
B0 EMl<e "Bz +:B)

Il existe donc ¢4 ct une constante C = C(g, T) > 0 tels que Ve € (0,0},

max E[M} < C.

k=0,m~—
On en déduit P'existence de ¢; > 0 tel qu=

limsupE(expey M, ;) < C.

e—0

Vu que {exp > M} est une sous-martingale, on a:

E( max expcM{) <4E(expey M:_,)<C,

k=0, m—1 m=

pour ¢ < ¢;/2, d’on le lemme.

Etape 2:

On introduit les notations:
B = sup(|B,|.{B-|)
o = sup(loy,lo-])

On démontre que les moments d'ordre 2p, p € NV, du processus {z,} peuvent étre
majorés par les moments d’ordre 2p du processus {z;} défini par

{2k+| = (14 eB)z + e ou,

g = Tg.
En effet, dapres 'équation d’état. on a
2p
2 2 : -
b= ZC‘,” (2 + < b(ze)) [VEo(ar) w7
=0

Le fait que {u;} est un bruit blanc et que u;, st indépendant de zg, entraine I’égalité

2,
Elz7 ] = f: C™ El(zk + < b(zx)) (Ve o(zi)) P/ |E[ui? ]

J=0;; PAir
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On obtient la majoration suivante:
2p

BUIS 3 CH(VEr pm 1 4 <Dy Bl)
7=0;7 pa.ir =

D'autre part, on note que

- =p—37
‘-’[ZH-I = Z C2p (Vea)™™ 2p- ,/zx(jp ‘)]/2) (1 +eBYE[z].
=052 pa.u‘

Vu que 29 = ry, on obtient
E[T’Ich] S E[Z:p]’ k= 0’1"' ’[T/E]
Le lernme 3.6 entraine l'existence de &3 > 0 et ¢, C > 0 tels que Ve € (0, o),

E(exp max (‘.z:k) <C. (3.3)

Etape 3:

Nous utilisons la majoration (3.3) pour obtenir le lemme 3.4. D’apres la formule de
Taylor, on a:

expc:rf+l = cxpc:r +2cz, cxp(cr’)(;r,,q-—:c,)

+2¢ cxp(c012)(1 + '2c0] Nzjs1 — 2,)°.
On obtient I'expression

k
mcpc:rZH = expcri+2c Z“-: (‘xp(cxz_l)(.rk“_, - Tk-y)
=0
k
+2¢ Y exp(c07_ ) (1 + 2607 Yxkpr-, ~ Th-y)?
=0

Puisque [0i| < {zi] + |Zk41], on a la majoration
2
E[’c=(¥]a.7,'(l -1 expe Tk+‘}
m-1

< Elexpcrj]+2ceB Y E[r;_ explcz}_)))

=0

+2cE [kﬂmax Ve (Zm{p ('0,(_1).7';‘_1 (.rk_‘,)u,,_.})]

=t =
+4ce Z E [cxp (2c(x,L + i, )) (1 +dc(zhe,, + 12-1))
(eBei, + 0%l . (3.1)
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En utilisant I'hypothése (172), l'inégalité de Cauchy-Schwartz et le résultat (3.3)
nous remarquons que le lemme est démontrée 8'il existe gy > 0 et ¢, C > 0 tels que
v€ E (0, 60],
k
E[k max vz Y exp(c,rh_,)Tk-,0(Zk, Juk-,} S C.

=0m-1 "

Le processus

k
M, = e Zexp(ch_J )Zk-j o (Tk-,) k-,
J:O

est une Fi-martingale avec Fi = o(xp, ug, "+, Ux).
On utilise une propriété des martingales:

E[,_max M <4E[M_,).

Vu que u; et r; sont indépendants et 7, est Fi_, - mesurable, on a donc
k k 1

)]1/2E[:r4 ]1/2

m=1-3

EM2_] € (m~-1)¢co max lE[exp(4 cz?
5=

‘ =0, - m=l-;
< Te,

d’apres l'inégalité (3.3), d’ou le lemme 3.4.

Preuve (de la proposition 3.3)

Nous utilisons la notion de sous-différentiel de h.

Puisque la fonction h est convexe, il existe p, appartenant anu sous-différentiel
de h a un point 8 tel que

h(zis1) = h(xe) + pi(zrsr) — 1)

et
o) < sup((H, L) 2 1

On deéfinit
Z & h(re) - H.3T .

D’apres I'équation du filtre ] et I'équation d’état, on obtient I'expression récur-
rente:

Ziwr = 670 + e bz )pi(1 — He Ky ) + Veo(zi)pe(l = Ho Ky )ug + Ve Hy Ky g -
on

§2(1+eB)(1 - H,R,).
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On remarque que 0 < § < 1. On utilise cette récurrence jusqu'au terme Z;,. On

établit ainsi la majoration:

k10
1Zks1] < exp{~c(k+1)}Z;| +ce E &\zx-,|
k=19 kJ::)
Z 8 \uk—,| + c Ve Z & k1] -
=0

(3.5)

On traite les quatre termes séparcmmcnt. L’inégalité de Bienaymé Tchebichev ct

a

le fait que E[|Z,,]] < c avec i = [;] implique

0
(I o> = )sge‘“".

D’autre part, en utilisant le lemme 3.4, on obtient la majoration

k—to 0
Ple Flri_ 1> =] < ce~f1=8)/(4¢)
((Z#rms ) e

=0
Le lemme 2.4 dans le chapitre [ entraine

k—lo

\/g Z 61}““-1!
=0

o1 - b—
k=1, ~“0+m-1 4(‘\/E 3

donc il existe eg > 0 tel que Ve € (0.¢g).

k=1¢

Ve Z lue_, ] < e,

=0

De méme pour le 4™ terme a droite dans I'expression (3.5), on a:

k~=1p
ey wuk-,f) <ol
J=0

De V'expression (3.5), cn utilisant les quatre majorations ci-dessus, on obtient la

proposition 3.3.

Soit cpp une constante strictement positive a déterminer.
On définii I’évenement test suivant:

= “IH>CFI\" '=‘¢0,7()+],'-',io+1n}.

Comme conséquence de la proposition 3.3, on obtient le théoreme suivant;
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Théoréeme 3.7 Il eziste § > 0, g9 > 0 tels que, pour € € (0,¢0}, on a:

P((Ay UA_)|C) < ePIVe,

Preuve La preuve de ce théoréme suit pas a pas celle du résultat équivalent en
temps continu (cf. chapitre I [Théoreme 3.4]).
()

Détermination de la constante cpx:

On cherche une constante cpx telle que la probabilité

P ({zszksr SO} [ {I&}] > crr» litha] 2 cr})

soit faible.

On consideére yx comme une approximation de h(zi). Dans I’étude précédente,
pour une probabilité d’erreur a donnée, on a déterminé une constante c,, permet-
tant de tester au vu de y, I'occurence d’un changement du signe de z;. Or, un
changement de signe de z; est directement lié au fait que h(z;) devient “petit”.
Si H,z} était une meilleure approximation de h(z:) que i, tout au moins aux
alentours de zéro, la probabilité d’erreur du test “z} > c,,/H,” serait minorée
par a. Nous ne savons pas si cette condition est vérifiée, mais, sur ’événement A,
le filtre £}, est une meilleure approximation de z,, que ym/H,. Et, en tout cas, la
proposition 3.3 nous assure que I'écart |h(z,) — H, z] | est petit avec une probabilité
proche de 1. Il semble alors raisonnable de penser que le test “Zf > cup./H "
permettra de détecter convenablement les passages de z; par 0. Nous proposons
donc pour constante

CFPR = C,,l,,/ |H+|
Le méme type de raisonement est valable quand le test est appliqué sur le filtre
I au lieu d filtre Z}. Nous prenons lors

CFK = Cobs/ I}I-| .

Sans perte de généralité on considérera par la suite un seul intervalle [a,b]
représentant l'intervalle de temps durant lequel il n'y a pas de passage a 0, avec
une probabilité d’erreur donnée, ig et m seront définis comme en début de cette
section.

II-18
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4 Sous I’hypothése (HD1): décider du signe de
Tk

Dans ce paragraphe, nous présentons deux tests permettant de choisir entre les
évenements A, et A_, dans le cas ou le probleme de filtrage linéaire par morceaux
vérifie I'hypothése (H D1). Ces tests ont été etudiés dans [4]. Le probleme analogue
en temps continu a éte traité dans [3]. Le premier test considéré, dit de la variation
quadratique, n’est applicable que sous I’hypothése (H D1). Le second test, du type
rapport de vraisemblance sur les sorties du filtre de Kalman-Bucy, pourra étre
adapté au cas ou I'hypothése (HD2) est vérifiée (cf. paragraphe 5.2). Le premier
test sera donc introduit de fagon breve. Le deuxiéme test sera décrit de fagon plus
détaillée, puisque la méme idée sera utilisée par la suite.

Dans [4], les auteurs ont mis en ceuvre ces tests sous deux formes: test a taille
d’échantillon fixée et test séquentiel. D’apres leur étude, les tests séquentiels sem-
blent plus intéressants que ceux a taille d’échantillon fixée, vis a vis du critere du
“temps moyen pour prendre une décision”. Nous ne présenterons donc que les tests
séquentiels.

4.1 Test de la variation quadratique

On considére un test d’hypotheses basé sur la variation quadratique de la suite
d’observations yi pour décider entre les deux alternatives “A,” et “A_". Cette
décision est prise sur N observations (0 < N < m) dans un intervalle de monotonie
obtenu par un des tests introduits dans le paragraphe 3. On considere N comme
étant un temps d’arrét.

Sans restreindre la généralité du probleme, on suppose que B, = B_ = B.

Remarque 4.1 Le fait de considérer B, et B_ distincts a pour unique conséquen-
ce l'introduction de termes négligeables dans les expressions, la procédure restant
essentiellement la méme.

Notons:
A = Yrpr — (1 + Be) s,
T = Hlo? +14(1+ Be)?,
T2 = H?0® +1+(1+ Be)
Alors

o siz; > 0et iy >0, la variable aléatoire Ay suit une loi gaussienne de
moyenne nulle et de variance Tia

o si 7 < 0etziyy <0, la variable aléatoire A suit une loi gaussienne de
moyenne nulle et de variance T2 ¢.
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L’hypothese de détectabilité (H D1) implique
T2 £72.

Le probleme de décider entre les alternatives “A.” et “A.” conduit a un test
d’hypotheses sur ces variances.
On définit le rapport logarithriique

N(Akwo T2 )

Zi=ln N(Ar,0, T e)’

olt V(z, #,7?) représente la densité dc la loi gaussienne de paramétres p et 4% et la
série
to+n

=sz1

=19
ou 0 < n < m, ip ct m étant définis dans le paragraphe 3.
On obtient les expressions suivantes:

T 11 Al
Ze=lgy- i\ T’ :

Y. 1/1 1) e A2
Sn (n+1)logT+ (T’ ﬁ)z—-&

k=10 ¢

et

Soit I} > 0 et I; > 0 fixés, on introduit le temps d’arrét N*:
Ne=inf{n>0: S, <-liouS,>hL}Am.

On décrit le test comme suit: si Sy > I on accepte “A,” et si Sy < =) on
accepte “A_"; sinon on dira Gue le test ne permet pas de décider.

Il reste a proposer une méthode de détermination des bornes [; et l;. On approche
le processus discret {€ S, } par un certain processus de diffusion {({;} dont on écrit les
équations sous “A," et sous “A_". On obtient ainsi, par la formule de Dynkin, des
équations différenticlles ordinaires permettant de calculer les temps moyens pour
prendre une décision E(T}) et E7(T*) et pour les probabilités d’erreur p+ et p_ (cf.
[Fleming-Rishel]).

On introduit les notations

Y. 11 1\,

T. 1/(1
H- = log,—r——+;2-(ﬁ—ﬁ)‘f2
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La résolution des équations nous donne comme solution:

1 —e-H+/M s

= 4.1
P+ s o muei (4.1)

1 — C“—/‘71 ll

p- = eor=l1il _ guefrihy (4.2)

( L L+ 11)
- = P+ €
s Kt

IL+1
E(T) = (_%er_ 2:_1)6,

H

E(T%)

ol
o p, cst “la probabilité de refuser “A,." a tort”,
e p_ est “la probabilité de refuser “4_" a tort”,
o T et T: sont les temps d’arrét
T; =inf{t: (>elyou < ~eh}, dans le cas positif,

et
To=inf{t : {2 elyou( < —cli}, dans le cas négatif .
Pour des probabilités d’erreur py et p_ données (3), les expressions (4.1) et (4.2)

permettent de calculer les bornes /; ot ;.

4.2 Test du rapport de vraisemblance sur les sorties des
filtres de Kalman-Bucy

On décrit un autre test du type rapport de vraisemblance pour décider entre les
deux alternatives “4." et “A_". L'idée de ce test est la suivante:

3Généralement on prend py = p. = 0.05.
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Soit #; un entier, 1y < 1; < iy + m. Intuitivement, on s'attend a ce que hy =
E(h{X1)|VE) soit tres proche de H, &} sur Ay et de H_Z; sur A_, pour iy < k <
to+m.Ona

sur Ay ¢ w = H. (1 +eBy)it +vf,
sur A w = H.(1+eB.)z_, +v,

ol {vt} et {y;} peuvent étre considérés comnme des bruits blancs gaussiens dits
“processus d’innovation” (cf. section 2).

On pose
Zy=H, (1 +eBy)af — H.(1 +eB.)#;

et on prend pour statistique de test le rapport logarithmique suivant:

1 f1n n+n .
=2 | ¥ Zoar =5 3 ((Ho(1 +eBY ~ (B0 + B3 )|
€ k=yy k"'n

avecty <Sn<m.
La statistique L, se réécrit sous la forme suivante:

. 1 11+n 1:1-{-11

Sur Ay : L, = +—'" Z ZL +- Z Zk”};“
k-u =1y
. f1+n n+n

Sur A_ : L, = Z Zi 4+ - Z Zyviy, -
k—u k-n

On note R, le terme de précision du test:

0".—4

Pour R, “suffisamment grand”, le signe de in permet de choisir entre les alternatives
A" et *ALT.
Soit Iy > 0 et I, > 0 des bornes fixées, on introduit le temps d'arrét N*:
N*=inf{n>4,: L, > houl,< ~L}Am.
On applique la regle de décision qui suit.
Reégle de décision:

e Si Las > Iy, on décide “AL”.
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e Si Lye < —Iy, on décide “A_".
¢ Sinon, on ne peut pas décider.

Il nous reste a calculer les bornes I et I; pour une probabilité d’erreur donnée a
et a estimer les temps moyens pour atteindre une décision. Le raisonnement présenté
par la suite constitue une justification purement heuristique du choix des constantes
Iy et §;. Il n’a pas la prétention d’étre une preuve rigoureuse.

Si on se place dans le cadre de ’hypothése “A,”, d’apres les équations des
filtres de Kalman-Bucy (2.3) et (2.4), on a:

Zk+1 = (l + EB.)(I - H..K_) Zk +¢ (l +€B+)(B+ - B-)H.;.Ii?:
+(HyK+(1 4+ eBy) — H_.K_(1 + eB_))v,,. (4.3)
Remarque 4.2 Sous (HDi), Hy K, — H_K_ est d’ordre O(1).

Vu que les filtres en question sont & “mémoire courte”, d’apres I’expression (4.3),
I’hypothése d’indépendance sur A* de v}t et v, ,, nous permet de supposer “I'in-
dépendance” de Z; et v}, a partir d’un certain instant ¢, > 4.

Remarque 4.3 On a la majoration
(1+eB_}(1-H_-K_)<1.

Pour un intervalle de monotonie suffisament grand, nous supposons que la situation
stationnaire est atteinte. Dans le cas ol B, # B_- nous émettons donc I’hypothese
supplémentaire:

(H4) : B4 <0,B_<0.
On obtient alors

e si B, =B_ 2 B, dans une situation asymptotique,

(1+€B)(H Ky — H.K_)?
1 - (1 +EB)2(H+I(+ ‘-}1_1{_.)2

E[22 ;A =€ Jy.

e si By <0, E[2}?; A,] admet une solution d’équilibre:

2
K? . é

E‘“;A P . A b g
A = g ey By
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En utilisant 'inégalité

E(Zk ] ;A4] < E(7ka+] +5 ‘/- E(#f; A4]),

et la majoration suivante, pour ¢ “asscz petit”,

(1+eB.*(1 -~ H_K.p*+ /e H.|B, - B_|(1 - H_.K_)(1 +¢B,)(1 +¢B.)
<1-H.K.(2-H_K.)+cye <1,

on obtient |'estimation

E[Zf+x ;A+]

< (1-H.K.(2- H.K.)+cVe)E[Z}; A,
+e3* (1 + eB,)(1 4+ €¢B_)|By - B_|(1 - H.X_)H E[2*?; 4,]
+e[H Ke(1 +€By) - H.K.(1 4+ eB_)}*9*
+e*(1 + B, )*}(By - B_)*l? E[“+2 Al

Dans une situation stationnaire, on a
E[Z%; A, < Ave+ce?,

ou
(Hy Ky — H- K_.)?

H_K_(2-H_K.)

A+= 19+.

sslas RN B

o

e

B T

De plus, pour un certain ng, on peut considérer 7Z; comme une combinaison
linéaire de v, ,---,vf. Le processus & = Zwv,, est alors approximativement
un processus mélangeant. En conséquence, on approche €L, par le processus de

-{?\4'»» o el . s,

LT

e R,
TS b

diffusion {(; t = en} solution de I’équation différentielle stochastique

d(;, = A+/2 dt + €A+ly+ dW’[".

Comme pour le test de la variation quadratique, on obtient la probabilité d'errcur

P+ = P({CT; = —cl }|A;):

1 — ¢t
P+ =

el — conalz
ol T} est le temps d’arrét défini par

=inf{t: ¢ 2elou( < —cl}
ct 9y = 1[0t

1121
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Si on se place dans le cadre de I'’hypothése “A_”, par un raisonnement
identique au précédent, on obtient la probabilité d’erreur p_ = P({(r: = el }|A-).
Elle est donnée par:
1 —e™n-h
p-= en-la - e=n-01’

avec - = 1/9~.

Pour des valeurs de p; et p_ données (*), on détermine les bornes de précision
l; et I; et on estime les temps moyens pour prendre une décision:

i ! b+l
E(T]) = 25(7\3;—;4 1'\+2)’
E(T) = 25(-}{’:—-p-llil2).

Remarque 4.4 Dans [4], les auteurs constatent qu'en pratique le temps moyen
pour prendre une décision est plus long pour le test du rapport de vraisemblance
que pour le test de la variation quadratique.

4En général on prend p_ = p, = 0.05.
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5 Sous I’hypothése (HD2): décider du signe de
Tk

Sous I'hypothése (HD2): T? = (H.o.)? = (H,04)? ¢t B. # By, le test de la
variation quadratique n’est pas applicable. En remplacement nous considérons un
test du type rapport de vraisemblance sur les observations yg. Puis nous adapterons,
sous cette hypothese, le test du rapport de vraisemblance sur les sorties des filtres
de Kalman-Bucy, présenté dans le paragraphe précédent sous 'hypotheése (HD1).

5.1 Test du rapport de vraisemblance sur les acroisse-
ments des observations

Ce test est déduit de 'étude du cas ¢ = 0.

Lecags e =0

On considere le systéme suivant:

{ Tha} = Ik+Atb(Ik)+VAtU(-Tk)uk? (5])
\ .

U = h(z).
L’équation d'état de ce systeme généralise celle du systeéme discret (1.4) a un pas
de temps At .
Le probleme est de déterminer le signe de z; pour k =1g,79 +1,-++,i0+m. Le

test d’hypothéses est fait sur les observations {§i,70 +1 < k < ip+ m}.
On considere la filtration (f,’(‘,)k, ou .75','; =0 {Tiy, Uip,*** Uk}, G0 S k < ip+m.

Sur A, : Ueer = (1 + AtBL) i + VALTuf . (5.2)

o {uf; k > 15} est un F¥*-bruit blanc gaussien pour une probabilité P* telle que
P*(D)= P(D),VD C A,.

Sur A_ : ket = (1 + AUBL )i + VAL Ty (5.3)

ol {uf; k 2 4o} est un F¥-bruit blanc gaussien pour une probabilité P~ telle que
P=(D)= P(D),vDC A_.

to+m

Le processus {ji; k > ig+ 1} est Fi~'-mesurable (i.e. prévisible) et Y i <
k=10

+30 P-p.s.
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On utilise une version discréte du théoreme de Girsanov (<f. [10}) et, vu que
B_ # By, on prend pour statistique le logarithme du rapport de vraisemblance:

dP*
= 3} —
L,=M 1P~ M”
o1 <n<m-1.0n alaformule:
1 io+n 1 2 fo+n "
Lo=pg|(Be=B2) 3 ke ~a0) = 5AHBL-BY) B, i) (54)
=10 V=10

Sur I'événement A, la statistique L, se reécrit sous la forme:

B_ 2 fotwn B_ iodn )
L, =+3 Az(B B S @ \/"B+ Y. wwui. (5.5)

I? k=io+1 k=ig+1
Sur I'évenement A_, on a:
B - B 2 potn i B 1o+
L, = —,;/-\l-(-—t-[-:;—-')— Z 2+ VA + Z Yty - (5.6)
- k=1041 k=ig+1
On pose
B 2 so+n
k=sg+1

On appelle R, le terme de précision. Pour R, grand, L,/R, est proche de £1/2

ct la probabilité d’erreur est faible. Si L, > 0 on décide 4, ct si L, < 0 on décide
A-.

On établit le résultat suivant:
Théoréme 5.1 Soit r > 0.Vn tel que ig<n<m-—1, on a:

P({L, <0}n{R,>r}NnA,}) < /%
P{L.>20}n{R,>r}NnA}) < B

Preuve La démonstration est identique pour les deux inégalités. Considérons par
exemple la premiere.

On introduit la martingalc exponenticlle

B to+k 1 B, — B_)? w+k
Zi =0xp{ VA + Z hu;y — ~A%Al g—i——{—l‘ E 1},2 ,
=1+ 2 r i=ig+]
avec A < 0 et on raisonne comme dans le cas continu (cf. chapitre I [prop.5.5]). O

Les calculs qui suivent utilisent le fait qu’une situation stationnaire est nécéssai-

rement atteinte par {§:}, raison pour laquelle nous émettons ’hypothése supplé-
mentaire:
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(H4): By <0 et B_ <0.

On décrit deux procédures de mise en ocuvre de ce test sous forme séquentielle.

R A I Eo A

Premiere procédure:
Pour r fixé, on introduit le temps d’arrét N*: .
N =inf{n>1: R, 27} Am. ;
e SiN*<m:
- 8t Lye 2 0 on décide A, ,
— 8i Lye < 0 on décide A ; :
¢ Sinon on ne peut pas décider.

Nous devons donc proposer une méthode de détermination de la constante r.
On consideére le probléme sur A, et sur A_ et on choisit r = max(r._,r}).

Sur P’événement A, on pose

B, -B. '™
M =vVar=t——= Z Ueuf .
F k=1p+1

La statistique L, se réécrit sous la forme:
L, =1R, +M*
n - '; nt M

On introduit le temps d’arrét N7 :

Ny=inf{n>21: R, >}

-

On a que R,v; est approximativement égal A ry .
On cherche a déterminer une constante r, telle que, pour une probabilité 1 — a
donnée, le terme de précision soit significatif dans le calcul de L_\';. Dans d'autres

termes, on cherche r,. telle que:
1
P({—M;; > §r+}|-4+) <oa. (5.7)

D’apres (5.2). on rééerit g sous la forme suivante:

no-1
Gier = (1 4 ALBL) Gigrono + VALT Y (1 + ABYuf .
=0
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L’hypothése (H4) nous permet de considérer §j; comme une combinaison linéaire des
variables aléatoires gaussicnnes et indépendantes ui_, o, -+, uf. Soit & = fruf.
Le processus {éx,i0+no—1 < k < iy +mn} est alors approximativement un processus
mélangeant. De plus, la valeur stationnaire de £(3?; A,) est approchée par

[‘2
~ B2+ ABy)

Ay

D’apreés le théoréme fonctionnel de limite centrale [2][th.20.1],

ol t = nAt et {W,} est un processus de Wicner standard.
On déduit de ce qui précede que M} suit approximativement une loi normale

, (B - B_)?
N (0‘"A‘—B+(2+Ata+) '

Vu que Ry: &, on obtient la relation suivante entre 7y et N :

(By — B.)?
-B.(2+ AtB,)

ry = NIAL

Alors l'inégalité (5.7) devient:

_""[[-\':' l
bd -/ !
P ({ ™ > 3 f'+};.“+) S().

On choisit
7'+ = 4 A? .

avec A obtenu par la table de la loi norimale centrée réduite.
Sur ’événement A_, on prend

r.= 4 1\2
et on a la relation suivante entre r_ et N2:

(By ~ B.)?

~ N )
T NAl AR

Exemple 5.2 Pour B_ = —1, By = —0.25 ¢t a = 0.05, on obticnt r = 10.89. Pour
les estimations des temps moyens, on obtient: ALV = 9.66, AIN® = 38.52.
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Deuxiéme procédure:

Il semble que dans le test précédent, le temps d’attente pour prendre unc décision
soit “trop” long. En effet les bornes r, et r_ sont déterminées indépendamment
'une de 'autre. Pour réduire cette durée, nous proposons une autre procédure.

Pour des constantes I; > 0, I > 0 4 déterminer, on introduit le temps d'arrét
N*:
N =inf{n>iptq. L2 lhbou Ly <=L} Am.

Reégle de décision :
e Si Ly« 2 I, on décide “A,".
® Si Ly. < —l; on décide “A_".
e Sinon, on ne peut pas décider.

On utilise & nouveau I"approximation des processus discrets par des diffusions pour
déeterminer les constantes I et [;.

Sur A,, on approche L, par {{; t = Atn}, ot {(,} est le processus de diffusion
défini par I'équation différentielle stochastique

(By — B_)’A, VA (By — B.)
W,.
5T dt + T dw,

On introduit le temps d'arrét T}

d(:g =

T_,',:mf{tZO . ((ZIQOU C(S"‘Il}-

On définit la probabilité p,.(z) = Py=r({¢r; = —l1}|A+). En utilisant la formule
de Dynkin, on obtient I'équation différenticlle ordinaire suivante:

{ Pytp, =0
pe(=l) =1, pi(l) = 0.

La résolution de cette équation nous donue la probabilité de “refuser A, a tort 7,
P+ = p+(0) (cf. [6][chapV.th7.1]):

1—ct
v =
Par un raisonnement identique sur A_, on obtient I'expression de la probabilité
d'erreur p_ = p_(0):
1—eh
2 —eb”

pP- =
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De méme, on calcule les temps moyens pour prendre une décision en résolvant
deux équations différenticlles ordinaires. (¢f. [6][chapV.th7.1]). Plus précisément
E(T}) est donné par la solution de I'équation

Ay (By— B w Ay(Be—-DB_)?
+(‘;[‘2 )g+ +(:;r2 )-‘1++]=0

9+(=h) =94} =0

au point 0.
On obtient E(T*) de facon similaire:

-2B,(24 At By)

E(T}) (B, ~B.)? [12 -p+(ly + b);,
-2B_(2+ At B_
E(T) e - p L)
+ —

Remarque 5.3 Dans les applications, on prend généralement p, = p. = a. Ainsi
un simple calcul nous donne

l—a

11212:-"1"

¢t on note que
E(T:) ~ — E(T;
(T2)~ GBI,
Exemple 5.4 Pour B_ = =1, B, = —0.25 ¢t a = 0.05, on obtient {; - I = 2.94.
Les temps moyens sont alors E(T7) = 4.70 et E(T:) = 18.79.

Remarque 5.5 Pour comparer les temps moyens des deux procédures, o1 s'intéresse
au signe de I'expression:
l-a

202~ (1 =2a)ln

A
avee A tel que —== ¢ dr = a.
V2 J-=

On vérifie numériquement que cette expression est positive, VO < o < 1/2. On
en déduit que pour une probabilité d’erreur donnée, les temps moyens de la preniére
procédure sont plus grands que ceux de la deuxieme. Cette différence est ¢’autant
plus grande que a est petit.

En préparation de ’étude du cas € > 0, nous réécrivons la statistique L, sous
une autre forme. En utilisant 'égalité
( — l <2 ~2
Jir1 = 9k) = == ((Ge+1 = 6)* = Ukgr + 92
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on obtient

B,-B_ . . B, — B_ "t .
L, = ‘_t.)_I"g_"' (l’/ﬁ,+rn+l - y?o-H) - “iz—i-'\'g—‘ Z (yk-(-l - .’/k)z
= k=141
B? — BE ig+n i
- At _—tf_)-f‘?— E U -
< k=ip+1
Lemme 5.6 Sur A, U A_, on a l'estimation:
to+n .
Y (e — @) ~T*n At = O(VAY).
k=141

Preuve Démontrons, par exemple, ce résultat sur I'évenement A,.

Sur 44,0na:
;l)k.’.l = gk‘*"At H+ B+l'k + VAt0'+ 1{+Uk,

d’ot I'expression:

to+n 10+n to+n

Y. (=) = APHIBL Y. i+ AT Y o}
k=ip+1 k=19+1 k=io+1
. 1040
+2 Atle }[: 04 B+ Z T U .
k=15+1

On obtient I'estimalion:

to+n to+n
E[ 3 (=) A S ARIE B2 Y E(a}) + AtnT?.
k=141 k=141

L'égalité
104n wn
E{( Y ui)( Y zew)| =0,
k=141 k=1 +1

entraine

[ 2

10+n
E ( E (Fr41 “?)k)z"lﬂnAt) v Ay
=19+1

. 2
o+n o+n
(At2 ”3_ B:- Z IZ +2 AL H: oy B, Z Tk uk)
L

k=141 k=ig+1

IA
o}
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to+n 2 to+n 1o4n
+APT'E ( Y u‘,i) +2A0°T? I3 BIE ( Soul) ) zz)}
k=1p+1 k=19+1 k=1p+1
w+u
~ACR T - 24P T2 H2 B2 Z E(z?). (5.8)
k=1p+1

On remarqgue que

k=10+1 k=1p+1

to+n totn
E[( > uZ)"}= 3% B(ul) 4 n(n~ 1) = n(n +2)

puisque {u;} est un bruit blanc standard. Ainsi on a:

. 2
to+n
ACT'E || 3 i) | - AR’ T = 2A%aT!
k:lo+l
On utilise I'inégalité (a + b)? < 2a® + 2b? pour traiter le premier terme de (5.8)
et I'inégalité de Cauchy - Schwartz pour le troisieme. Vu que les moments d’ordre

2 et 4 de ri sont finis sur l'intervalle [a.b] et que n < (b — a)/At, on obtient la
majoration suivante:

2

to+n

E ( z (Jer1 — 3x)* = T2 Al) ; Ae] Sl
k=141

oll ¢, est une constante positive dépendante de Uintervalle [a, b] fixé.

Sur I'événement A_. la démoustration est similaire.

a
Lecase¢ >0
On définit la statistique Lf comme il suit:
Ly = D5 (e = g0 — e (B = B
e 9——;}—,”— Z vi- (5.9)

’::lo+l

On considere At = ¢ et on s'intéresse 2 'écart LS — L.

Théoréme 5.7 Sur les événements C ¢t ¢ définis dans le paragraphe 3, on a:

IS - L, = O(JE).
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Preuve
On démontre d’abord que Lt — L, est d’ordre O(y/€) sur A, U A_.

B, -B. R -
L,-L, = --%FI—- ((y;lo-{-n = Fipan) = (Vo = -'/i2<)+1))

B. - B_ fotn X X
“‘%‘F—f“ Z (Gr+1 — 1)* =T ne
k=3g+1

B? - B: fot+n N
-6—1?:'1:';* Y (w9

k=to+1
L’égalité
e — 9 = Veu (2 h(zi) + \/Evk)
implique
[4 B - B_
Li-L, = \/E“LI'-T‘"“ (Vign+1 B(Zigans1) = Vg1 B(Zig41))
B, -B_ | &
5= | X (zrn) =~ b)) =T ne
k=10+1

B, - B_ B? — B* !
+& -—%—F—?-—-(v:)HH + v;-‘;ﬂ) - —4"-2-[:5—- Z vk h{zy)
k=10+1
+E2 u & U‘
212 ke
k=141

Sachant que {r} est un bruit blanc gaussien standard et que tous les moments
de 2. sont finis pour k < m. on déduit a I'aide du lemme 5.6 que L — L, est d’ordre
O(VE) sur 4, U A_.

Pour raisonner sur C, on utilise la majoration
B{(LS - Lo i €] € E{(LS~ L5 Ay UA]
+E[(L; = L.)? i €N (AL U ALY
De l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
E{(L; - L.)? ; C] S E[(L: - La)']'* P[C N (A4 U AL)TY? 4 ce.

A l'aide du lemme 3.4, on montre que E[(L% — £,)*] < ¢ et du théoreme 3.1, on
déduit le résultat sur C.

De méme, du théoréme 3.7, on déduit le résultat sur C. O
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Etant donné que les bornes déterminées dans le paragraphe 5.1 sont d’ordre
O(1), il est donc légitime d’apres le résultat précédent de les utiliser pour tester L:.

D’aprés la remarque 5.5, nous avons choisi de mettre en ceuvre le test selon sa
deuxieme version.

5.2 Test du rapport de vraisemblance sur les sorties des
filtres de Kalman—Bucy

On montre que la statistique Ln, utilisée dans le paragraphe 4.2 sous I’hypothese
(H D1), permet encore de décider entre les alternatives “A,” et “A_” sous I'hypo-
these (H D2).

Soit 19 < ¢y < tg+m.On a

A 1 ntn 1 ndn ~ iy
Ln= =Y Zeyen - 5= 3 ((Ho(U+ B - (H. (14 €BL)5 ),
k=t1 = k-—-‘l

ot Zy = Hy(1 +eBL)if —H_(1 +eB.)iy .
On rappelle la définition du terme de précision du test:

. 1i1+n
12,.=;}:Z§.

k=1

Sur Ay, a partir de Pexpression récurrente (4.3) de Zi, on obtient
E[Z3+1 P Ay

(1 4+eB_)*1 = H_.K_Y'E[Z}; A4}

+e2(1 + B4 )} (By — B-Y*HXE[3"?; A4]

e[l K, (1 +eB,)— H_K_(1+eB.)J*ot

+2e(1 +eBy)(1 +eBL)|By = B_J(1 = HLK_)H,E|[Z, &} ; Ay)

IA

Remarque 5.8 Sous (H D2), la différence Hi Ky ~ H_K_ est d’ordre O(¢), alors
que sous (/ D1), elle était d’ordre O(1).

On utilise I'inégalité

H_K.
2¢(1+eB.)(1 +¢B;)|By — B_|H,

+5 (1 + EB-)(I + EB+)|B+
2H_K.

E[Zcif Ay <

E{ZI3 s Ayl

=B Wrgizee 4y,
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et les majorations suivantes, pour ¢ suflisament petit,

0 < (1+eB)* (1~ H_K_)*+H_K_(1-H_K_)
< 1-H.K_+cs <1,

De la méme fagon que dans le paragraphe 4.2, sous 'hypothese ( H4), on obtient

E[Z%;4,] S Ar e + ¢,

; (Bt - B-)?
Ay = ————19,.
YU Bsl(2+eBy) T

Sur A_, on fait un raisonnement similaire.

Remarque 5.9 Le processus {Z;} est d’ordre O(/€) sous I'hypothese (HD1) et
d’ordre O(¢) sous I'hypothese (H D?2).

De mérne que pour le test précédent, on considere deux types de procédures.

Premiére procédure:

Pour r fixé, on calcule L, jusqu’a ce qu'on ait R, > r. Par un raisonnement similaire
a celui du paragraphe 5.1, on choisit » = max(r_,r, ) avec

r. =427 et r, = 40397,

La constante A est obtenue par inversion de la fonction de répartition de la loi
AN(0,1). Les estimations des temps moyens pour prendre une décision sont données
par

-B_(2+¢B.)

. __ 2

eN® = 4\ (B, —B.7
2—B+(2+¢By)

N = 4)
e (B; — B_y?

Remarque 5.10 Les temps moyens pour prendre une décision associés a cette

procédure sont identiques a ccux du test précédent quand on considére le méme
type d’approche (cf. paragraphe 5.1).
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Deuxiéme procédure:

Soit I > 0 et I > 0 des bornes fixées, on introduit le temps d’arrét N*:
N =inf{n>i : Ly 2 Loul, < -} Am.

Raisonnons sur I'événement A, par exemple.
Nous savons, d'aprés ce qui précede, que sous 'hypothése (H4), le processus & =
ZyViy, €8L approximativement un processus mélangeant. ParAun raisonnement sim-
ilaire & celui du paragraphe 4.2, pour { = en, on approche L, par le processus de

diffusion {(;} défini par: 3

d, = Ay [2dt +\/9+A,L AW}
On obtient la probabilité d’erreur p,, “probabilité de refuser A, a tort”:

1 — ¢mn+ha

P+ =

enth — g=nela’

ol 7, = 1/d* ainsi que le temps moyen pour prendre une décision sur Ay :

1, (L +12))
F(T})=2-—~p,—=].
( +) <A+ P+ /\+

De méme, on obtient la probabilité d'erreur p_, “probabilité de refuser A_ a

tort™:
] —¢mn-h

p_:

cl)..lg — e—l;_h s

ou 7. = /v~ et le temps moyen pour prendre une décision sur A :

. l (1,+12))
ET =2 hrenmndians - SSR—— .
() (A- P A-

Remarque 5.11 Sous (HD1), les temps d’attente moyens sont d’ordre O(e) tan-
dis que sous (H D2), ils sont d’ordre O(1). Dans ce deuxieme cas, on peut donc
s'attendre a ce qu'il y ait des intervalles ou aucune décision n’est prise.

Remarque 5.12 Sous I'hypothése (1 D2), 'écart 9+ — 9~ est d’ordre O(e), donc
les bornes Iy et I, sont “tres proches”. On a une situation similaire a celle décrite dans
la remarque 5.5, i.e. les temps moyens d’attente sont plus longs dans la premiere
procédure que dans la deuxiéme.

Le test du rapport de vraisemblance sur les sorties des filtres de Kalman sera
mis en ceuvre selon la deuxieme procédure.

11-37

P N




e

A AR § ;‘;\:gr.» >
5

[,

oot o

H

. x*ws&m;anw?%wmwm

o

6 Application

Nous rappelons que notre objectif est d'étudier le comportement des filtres pro-
posés par rapport a la solution optimale du probleme de filtrage et de comparer
les différentes procédures permettant de les obtenir. Nous devons donc, en premier
lieu, définir des critéeres de comparaison.

6.1 Les critéres de comparaison

Une premiere idée est de considérer, pour une probabilité d’erreur fixée,

o I'amplitude moyenne des intervalles détectés, pour comparer les tests de détection

¢ le temps moyen nécessaire pour prendre une décision, pour comparer les tests
de détermination du signe.

Pour comparer les tests en termes de probabilité d’erreur, il semble naturel de
s’intéresser aux pourcentages sujvants:

e pourcentage d’intervalles détectés corrects.

e pourcentage de décisions correctes (i.e. nombre de décisions correctes par rap-
port au nombre de décisions prises).

Nous qualifions une décision de correcte lorsque le signe choisi correspond a celui
de la trajectoire sur un intervalle de monotonie correct.

Les temps moyens d’attente pour prendre une décision sont calculés d’abord
théoriquement (voir les paragraphes 4 et 5) et sont ensuite confrontés aux résultats
obtenus par simulation.

6.2 Exemples

L’étude du probléeme sous I'hypothése ( HD2) étant notre principal centre d’inté-
rét, nous considérons des exemples vérifiant cette hypothése et nous appliquons
les différents tests décrits dans le paragraphe 5. Nous étudions I'influence de la
fonction d’observation sur Pefficacité des tests, dans I'exemple 6.2 et celle de la
dérive dans P'exemple 6.3. Nous nous intéressons ensuite & un exemple vérifiant
I’hypothése (HD1), présenté dans [4]. Ceci nous permettra d'illustrer que dans
ce cas, les décisions sont prises beaucoup plus rapidement que sous (H D2). Nous
justifierons ce fait par le comportement de la solution de ’équation nde Zakai.

Dans le paragraphe 5, sous (H D2), nous avons proposé une méthode de détermination

des bornes pour les tests du signe et d’estimation des temps d’attente sous ’hypothese
(H4): B. < 0 et By <0. 1l est intéressant d’étudier les résultats obtenus dans le
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sous I’hypothése (/l4): B. < 0 ¢t By < 0. Il est intéressant d’étudier les résultats
obtenus dans le cas oit 'hypothese (F11) n'est pas vérifice. C'est ce que nous nous
proposons de faire dans 'exemple 6.6.

Pour chaque exemple, nous commentons les résultats statistiques sur le com-
portement des tests. On peut consulter ces résultats dans 'annexe A.

Remarque 6.1 On rappelle que la détermination des bornes utilisées dans les tests
de décision sur le signe repose sur la possibilité d’atteindre une situation station-
naire. Apres la détection d'un passage & zéro, nous devons attendre un “certain”

temps, ng, avant de cumuler les satistiques de décision des tests. Nous avons choisi
pour ces exemples ng = 6.

Exemples sous I’hypothése (HD2)
Exemple 6.1 On considere le systeme

Teer = Th+0.01b(z;) + V0.0l up, zo ~N(-5,0.1)
= lrel+ V0.0 o,

-, z<0
b(z) = N
—-0.25zx, r2>0.

13

avec

On s'intéresse tout d’abord & une trajectoire simulée sur 'intervalle de temps [0, 10].

Dans ce cas, les résultats des différentes procédures étant similaires, nous illus-
trons par la figure A.1. uniquement ceux des tests de détection ot du rapport de
vraisemblance sur les observations.

Dans cette figure. la trajectoire du signal a estimer est tracée en trait plein et
le filtre proposé en pointillé. Les intervalles de monotonie détectés sont signalés en
noir dans le cas ol une décision est prise sur le signe et en gris s'il n'y a pas de
décision. Nous rappelons que sur un intervalle de monotonie, si le test appliqué
décide “signe positif”, (respectivement “signe négatif”) on trace la sortie du filtre
de Kalman- Bucy (2.3) (respectivement la sortic du filtre (2.4)). Si le test ne prend
pas de décision, les sorties des deux filtres sont représentées.

Il est intéressant de regarder le comportement de la solution optimale pour ce
probleme. Dans la figure A.2 on représente, en plus de la trajectoire (en trait plein),
I'estimation optimale obtenue par résolution numeérique de 'équation de Zakai (en
trait pointillé), entourée par sa région de confiance correspondante a une probabilité
de 95%. Un générateur automatique de programmes FORTRAN a été utilisé pour
obtenir cette solution.

Dans les figures A.3 2 A.6, on trace la densité conditionnelle & divers instants de
P'intervalle [0,10]. Le trait vertical correspond a la valeur du signal simulé a I'instant
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t. On note qu’au moment ot la décision sur le signe est prise, la loi conditionnelle
approche une loi gaussienne et que prés d'un passage a zéro, la loi conditionnelle a
deux “bosses”.

On peut constater, par exemple, qu’a 'instant ¢ = 6.5 les tests ayant déja détecté
un intervalle de monotonie, ne sont pas encore capables de décider sur le signe. Cette
décision sera prise aux environs de ¢t = 8.48. En regardant ie comportement de la
solution de ’équation de Zakai, on remarque P'existence de deux “bosses” a partir
de l'instant ¢ = 3, approximativement. A l'instant ¢ = 8.48, instant ot les tests
de décision sur le signe sont capables de prendre une décision, une des “bosses” de
la densité conditionnelle est. déja négligeable (voir la figure ??), ce qui explique le
fait qu'une décision puisse étre prise. A cet instant, le filtre proposé et ’estimation
optimale ont un comportement similaire,

On s’intéresse maintenant aux résultats numériques obtenus pour une trajectoire
simulée sur l'intervalle de temps [0, 100] (voir les tableaux A.1 et A.2).
On constate que

o Le test de détection sur le sorties du filtre de Kalman-Bucy permet de détecter
des intervalles de monotonie plus longs que le test sur les observations; cepen-
dant I’erreur commise est aussi plus grande.

o Lefait d’augmenter la borne de détection (par exemple en diminuant la proba-
bilité d'erreur ) entraine évidemment la détection d'intervalles de monotonie
plus petits. Il semble que nous contrélons moins bien la probabilité d’erreur
du test sur la sortie des filtres de Kalman-Bucy que celle du test sur les ob-
servations. Voyons par exemple ce qui se passe quand on prend ay = 5% (voir
le tableau A.2). Le pourcentage d’erreur de détection p, est supérieur a celui
qui avait été imposé.

o Les résultats des tests de décision sur le signe basés sur le rapport de vraisem-
blance sur les observations ou sur les sorties du filtre de Kalman sont com-
parables. Toutes fois, le temps moyen pour prendre une décision semble étre
légerement plus petit dans le premier cas que dans le deuxiéme.

e Le fait de diminuer la probabilité d’erreur pour la décision sur le signe entraine
naturellement une réduction du pourcentage d'intervalles avec décision et des
temps d’attente plus grands pour prendre ces décisions.

Remarque 6.1 Les temps moyens pour prendre une décision calculés théoriquement
sont beaucoup plus élevés que ceux vérifiés en pratique.

Exemple 6.2 On modifie la fonction d’observation dans l’exemple 6.1. On con-

sidere:
h(z) =0.4]z].
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On obtient les résultats présentés dans le tableau A.3.

Le fait de diminuer le coefficient |H,.| = [I{_| semble avoir pour cffet 'augmen-
tation des pourcentages de détection d’intervalles corrects. Autrement dit, lorsqu’on
diminue le coefficient |H,| = |H_|, les constantes des tests de détection augmentent.
On détecte plus de passages & zéro et les longueurs des intervalles de momotonie
diminuent. Ce comportement des tests est satisfaisant vu qu'une diminution du
coefficient |H,.| = |H_| est équivalente a une augmentation du bruit d’observation.

On vérifie également une “légere” diminution des temps d’attente pour prendre
une décision. Ceci s’explique du fait que les statistiques des tests du signe sont
calculés loin des passages a zéro.

Dans ce cas, le test de détection des passages a zéro basé sur les sorties d’un des
filtres de Kalman-Bucy est mcilleur que celui basé sur les observations.

Exemple 6.3 On considére les mémes parametres que dans l'exemple précédent
sauf pour la derive b(z) :

-5 z <0
b([): 3 -—
-~-0.252, £z20.

Les résultats sont a consulter dans le tableau A 4.

On remarque que le pourcentage de décisions est maintenant plus élevé et que
le temps moyen pour prendre une dédision diminue considérablement. Ceci illustre
parfaitement les calculs théoriques présentés dans le paragraphe 5. Le fait de dimin-
uer le rapport |B.|/(By — B_)? (respectivement |B_|/(B, — B_)?) a pour effet
d"augmenter lc terme de précision dans les statistiques L et . On obtient donc de
meilleurs résultats. notamment pour le temps d’attente “coté positif” (respective-
ment “coté négatif”).

Exemple sous ’hypothése (HD1)

Exemple 6.4 Nous changeons la fonction d’observation de I'exemple 6.1:

{—1. r<0,

hz) = 2r, r20

Le systeme considéré vérifie 'hypothese (I D1).
Par les figures A.7 2 A.10, nous illustrons les résultats des différentes procédures
appliquées a une trajectoire simulée sur I'intervalle e temps [0,10]. Nous remar-

quons que le test de la variation quadratique décide plus souvent que le test sur les
sorties des filtres de Kalman-Bucy.
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Le comportement de I'estimation optimale et 2a région de confiance 2 95% repré-
sentés dans la figure A.11, montrent clairement que dans ce cas, la loi conditionnelle
approche beaucoup plus rapidement unc loi gaussienne aprés un passage a z€éro que
dans I'exemple 6.1 (voir la figure A.2). Ceci justifie le fait que nous décidons du
signe de zj plus souvent sous 'hypothese (H D1) que sous (HD2).

La comparaison entre les figures A.12 a2 A.14 et les figures A.3 & A.6 (voir
I'exemple 6.1) illustre 2 nouveau la remarque précédente. Dans ce cas, une des deux
“bosses” de la loi conditionnelle s’estompe rapidement aux environs des instants de
décision (¢ = 6.86 ¢t ¢ = 6.88), tandis que dans I’exemple 6.1 on ne retrouve un tel
comportement qu’aux alentours de I’instant { = 10.

Les résultats numériques des tests appliqués a une trajectoire simulée sur l'intervalle
de temps [0,100] (voir le tableau A.5) mettent également en évidence que les temps
d’attente pour prendre une décision sous ’hypothése (HD1) sont nettement plus
courts que sous ’hypothese (H D2).

Remarque 6.5 Quelques remarques sur les résultats des procédures appliquées a
plusieurs trajectoires simulées sur un intervalles de temps [0,100].

o Les tests détectent moins de passages a zéro lorsque I'écart |H, — H_| aug-
mente et le taux d’erreur est supérieur au taux souhaité. De fagon plus nette
que sous (H D2), nous controlons “moins bien” la probabilité d’erreur du test
de détection sur la sortie d’un des filtres de Kalman-Bucy que celle du test
sur les observations.

e Pour une différence |o Hy — o_H_| = 0.5, les tests de détermination du
signe ont des taux d'erreur supérieurs a ceux demandés. Le test de la varia-
tion quadratique a tendance a décider plus souvent que le test du rapport de
vraisemblance sur les sortics des filtres de Kalman-Bucy, mais semble générale-
ment moins fiable. (cf. [4]).

o En augmentant 'écart |o,.H, — o_H_|, les tests de détermination du signe
décident plus souvent et prennent moins de fausses décisions.

Un exemple sous ’hypothese (H D2) ne vérifiant pas (H4)
Exemple 6.6 On considére le systéme suivant:

Tigr = Ti+0.01b(xi) + V0.0l up, 79~ /V(—-S.U.l)
Ye = |re| + V0.01 vy,

avec
- zz<0
"(”)‘{ 0.2r 720
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Remarque 6.7 Le coeflicient de dérive B, étant positif et B_ étant négatif, il y
a “peu” de passages a zéro ct le signal a tendance & “fuir” vers V'infini des qu'il est
du coté positif.

Nous étudions un cas o1 I hypothese (H D2) est vérifiée mais pas (H4). Cepen-
dant on applique les tests présentés dans la section 5. On rappelle que les bornes
utilisées dans ces tests ont été déterminées sous I'hypothese (H4) et ne sont plus
justifiées dans cet exemple. Il est donc intéressant de regarder les résultats qu'elles
engendrent dans une telle situation.

Dans la figure A.15, nous tragons le filtre approché construit a partir du test
de détection et du test de rapport de vraisemblance basés sur les observations. Les
résultats obtenus par les autres procédures sont similaires.

En comparant le filtre proposé et I'estimation optimale (voir la figure A.16), on
remarque que leurs comportements sont semblables sur l'intervalle de monotonie
détecté [0,3] et également a partir de I'instant ¢ = 7, environ. Ceci est satisfaisant
vu que sur l'intervalle de monotonie [5.80, 10}, les instants de décision sur le signe
sont t = 7.15, pour le test sur les observations, et ¢ = 7.20 pour le test sur les sortics
des filtres de Kalman-Bucy.

Ainsi, pour certains cas ne vérifiant pas ’hypotheése (H4), on peut encore utiliser
les bornes ralculées sous cette hypothese et obtenir des résultats “corrects™.

Remarque 6.8 Dans cette situation ot 'hypothese (H4) n’est pas vérifiée, nous
ne savons pas estimer théoriquement le temps d’attente d'une décision.
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7 Conclusion

On a décrit des tests permettant de déterminer les intervalles de linéarité de la
fonction d’observation, pour un systéme linéaire par morceaux en temps discret
avec petit bruit d’observation. Deux types de tests sont nécessaires: un premier test
permet de détecter les intervalles ot il n’y a pas de passages a zéro; un deuxieme test
permet de décider du signe pris par la trajectoire sur cet intervalle. Sous I’hypothese
(H D2), différents tests ont été proposés. Pour la détection des intervalles de mono-
tonie, on a le choix entre un test basé sur les observations et un test basé sur la
sortie d’un des filtres de Kalman-Bucy. Pour ’étape de décision du signe, on décrit
un test de rapport de vraisemblance sur les observations et un test sur les sorties
des filtres de Kalman-Bucy.

L’efficacité des tests de détection dépend de la méthode de détermination de
leur borne. Pour le test basé sur les observations, une formule permettant d’obtenir
cette valeur a été justifiée théoriquement. Ceci n'a pas été de méme pour le test
basé sur la sortie d’un des filtres de Kalman-Bucy. Il nous semble donc naturel
que ce deuxieme test se comporte moins bien que le premier. Quant aux tests de
détermination du signe, on a vérifié que leurs comportements sont semblables. Des
formules permettant de déterminer les bornes et les temps moyens d’attente pour
prendre une décision ont été proposées sous I'hypothese (H4). On remarque de
maniere générale, que les temps moyens d’attente calculés théoriquement sont plus
longs que ceux obtenus en pratique. On note également que I'ordre de grandeur des
temps moyens d’attente théoriques et empiriques est plus grand sous I’hypothese
(H D2) que sous (HD1).

On peut envisager d’étendre cette étude a des systémes ou la fonction d’obser-
vation h possede plusieurs points critiques dans le cas ot allure de cette fonction
permet d’appliquer les procédures décrites localement. On peut aussi considérer des
systémes de dimension n > 1, avec des bruits correlés.

Une extension au cas de fonctions monotones par morceaux existe dans [5], sous
I’hypothese (H D1). Des essais ont été faits par [4] dans le cas d’une dynamique non
linéaire. Il reste a justifier son analogue sous I'’hypothese ( H D2).
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Annexe A

Résultats numériques et
représentations graphiques des
exemples présentés dans la
section 6

1 Reésultats numériques

Nous introduisons les notations suivantes:

TDO:
TDK:
TLO:
TLK:

[s ¥

a,:

C:

—1;. 122
ET:,ET;:
M-

p2:

P3:

P4

T, T;:

test de détection sur les observations.

test de détection sur la sortie d’un des filtres de Kalman Bucy.
test du rapport de vraisemblance sur les observations.

test du rapport de vraisemblance sur les sorties des filtres de Kalman
-Bucy.

niveau d'erreur pour le test de détection.

niveau d’erreur pour le test de détermination du signe.

borne du test de détection.

intervalle de confiance du test de détermination du signe.
temps moyens théoriques d’attente d’une décision.
pourcentage de pas de temps détectés.

pourcentage d'intervalles de monotonie corrects.

pourcentage de pas de temps avee décision.

pourcentage de décisions correctes.

moyennes empiriques des temps d’attente d'une décision.
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Test de détection [ TDO

Test du signe
C

-h i

ET: ET;

4]

]

<]

P4

Tableau A.1: résultats numériques pour 'exemple 6.1 (ag = 5%, a, = 5%)

Test de détection
Test du signe

C

-h b

ET: ET;

P

P2

P

P
T.T,

Tableau A.2: résultats numériques pour 'exemple 6.1 (g = 2.5%, a, = 5%)

TDO TDK TDK
TLO TLK TLO TLK
0.143 0.143 0.143 0.143
-2.942.94 | -7.70 7.67 | -2.94 2.94 | -7.70 7.67
18.8 4.71 | 18.9 4.69 | 18.8 4.71 | 18.9 4.69
84.5% 84.5% 86.3% 86.3%
96.3% 96.3% 93.2% 93.2%
40.6% 40.6% 41.7% 41.7%
100% 100% 100% 100%
1.3 15|13 15{21 16|17 16

TDO TDO TDK TDK
TLO TLK TLO TLK
017 0.17 0.17 0.17
-2.942.94 | -7.70 7.67 | -2.94 2.94 | -7.70 7.67
18.8 4.71 | 18.9 4.69 | 18.8 4.71 | 18.9 4.69
82.4% £ 1% 84.2% 84.2%
97.9% Y7.9% 97.5% 97.5%
39.0% 39.0% 41.4% 41.4%
100% 100% 100% 100%
1.3 15{13 15121 15|17 1.5
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Test de détection
Test du signe

C

~-L i

ET: ET;

P

)7/

P3

P4

T,

Tableau A.3: résultats numériques pour I'exemple 6.2 (ag = 5%, a, = 5%)

Test de détection
Test du signe

C
-l
ET: ET;
h

]

P3

o
T_T,

Tableau A.4: résultats numériques pour I'exemple 6.3 (ag = 5%, a, = 5%)

TDO TDO TDK TDK
TLO TLK TLO TLK
0.121 0.121 0.302 0.302
-2.94 2.94 | -4.38 4.36 | -2.94 2.94 | -4.38 4.36
18.8 4.71 | 189 4.70 | 18.8 4.71 [ 18.9 4.70
70.8% 70.8% 75.4% 75.4%
98.4% 98.4% 98.8% 98.8%
35.0% 34.9% 40.1% 38.8%
100% 100% 100% 100%
0.0 1.1]005 1.2{00 141005 15

TDO TDO TDK TDK
TLO TLK TLO TLK
0.144 0.144 0.144 0.144
-2.942.91 | -7.69 7.54 | -2.94 2.94 | -7.69 7.54
2.350.117 | 2.400.115 | 2.350.117 | 2.400.115
85.5% 85.5% 87.0% 87.0%
95.3% 95.3% 92.5% 92.5%
66.8% 66.8% 69.3% 68.4%
95.8% 100.0% 90.0% 94.7%
00 0281012 029]/00 030/0.12 0.33
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Test de détection
Test du signe

C

-l

ET: ET;

P

P2

P3

_ P
T_T,

Tableau A.5: résultats numériques pour ’exemple 6.4 (aq = 5%, a, = 5%)

TDO TDO TDK TDK
TLO TLK TLO TLK
0.165 0.165 0.165 0.165
-4.70 2.37 | -15.80 7.80 | -4.70 2.37 | -15.80 7.80
0.44 0.13]2.46 0.44 |0.44 013|246 0.44
86.6% 86.6% 88.2% 88.2%
93.5% 93.5% 87.5% 87.5%
71.2% 63.4% 76.1% 65.4%
82.4% 87.0% 71.1% 66.7%
0.38 0.29|1.60 0.28 {0.40 0.37|1.60 0.30

2 Représentations graphiques
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(testdobs-testirobs) signal + estimate

i ¥ T 1

Figure A.1: Sous (I D2), exemple 6.1: tests de détection des passages a zero et de
décision du signe basés sur les observations.
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signal + estimate

Figure A.2: Sous ( HD2), exemple 6.1: solution de I’équation de Zakai (le niveau de
gris correspond a une région de confiance a 95%).
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Figure A.3: Sous (H D2), exemple 6.1: densit¢ conditionnelle a 'instant { = 6.5

JU UL

Figure A.4: Sous (// D2), exemple 6.1: densité conditionnelle a 'instant { = 7
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Figure A.5: Sous (} D2), exemple 6.1: densité conditionnelle a I'instant ¢ = 8.48

Figure A.6: Sous (H D2), exemple 6.1: densité conditionnelle a l'instant t = 10
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(testdobs-testqv) signal + estmate

4 = ' T T
3
2 b
1
Ob-- -
ak
2 -
1L -
4 -4
$ | I i A

0 2 4 6 8 10

Figure A.7: Sous (H D1), exemple 6.1: test de détection des passages a zero basé
sur les observations ct test de décision du signe basé sur la variation quadratique.
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e e e =

(testdobs-testirko) signal + estimate

T =T T T

0 2 4 ] |

Figure A.8: Sous (HD1), exemple 6.4: test de détection des passages a zero basé
sur les observations ct test de décision du signe basé sur la sortie des filtres de
Kalman-Bucy.
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(testdko-testqv ) signal + estimate
4 T T T =T

Figure A.9: Sous (/1 D1), exemple 6.4: test de détection des passages a zero basé
sur la sortie des filtres de Kalman- Bucy et test de décision du signe basé sur la
variation gquadratique.
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(testdko-testirko) signal + estimate
4 T T T T

Figure A.10: Sous (H D1), exemple 6.4: tests de détection des passages a zero et de
décision du signe basés sur la sortie des filtres de Kalman-Bucy.
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signal + estimate
4 T T T T

Figure A.11: Sous (/{1 D1), exemple 6.4: solution de 'équation de Zakai (le niveau
de gris correspond a une région de contiance a 95%).
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Figure A.12: Sous (} D1). exemple 6. 1: densité conditionnelle a l'instant t = 6.60

Figure A.13: Sous (H D1). exempie 6.4: densité conditionnelle a I'instant { = 6.86
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Figure A.14: Sous (/1 D1), exemple 6.4: densite conditionnelle 4 linstant t = 6.88
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Figure A.15: Exemple 6.6: test de détection des passa es a zero basé sur les obser- 3
I 3
. vations et test de décision du signe basé sur la variation quadratique, H
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Figure A.16: Exemple 6.6: solution de 'éguation de Zakai (le niveau de gris corre- Z
spond a une région de confiance a 95%.) o
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Chapitre III

Filtrage linéaire par morceaux
partiellement observé avec
petit bruit d’observation

II-1

L Aew s AW Y e D

[
{
g
{




L s

Table des matieres

IIIFiltrage linéaire par morceaux partiellenment observé avec pe-

tit bruit d’observation III-1

1 Introduction .. ......... e e e e e I11-3
2 Lecase=0............ .. -7
3 Les deux filtres de Kalman-Bucy utilisés pour estimer X,(¢) . Il-12
4  Détection des passages a zéro de X,(t) . . .. o 1118
5  Le test de la variation quadratique . ... ........... I11-2i
6  Construction du filtre approché . . . . . . ... ... . ... I11-24
7 Conclusion . . . .. .. ... ... .. I11-28

Résumsé

On considere un probieme de filtrage linéaire par morceaux avec petit bruit
d’observation dans le cas ol le processus d’état de dimension deux est ob-
servé par un processus unidimensionel. Sous une certaine “hypothese de
détectabilité”, on propose un filtre sous optimal de dimension finie en traitant
séparément la composante d’état “directement” mesurée Le filtre approché
correspondant a cette composante est construit a l'aide de filtres de Kalman-
Bucy et de tests statistiques. A partir de ce dernier, on obtient une estimation
pour la deuxieme composante. On montre que 'erreur d’approximation est
asymptotiquement optimale.
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1 Introduction

Nous nous intéressons & une classe de problemes de filtrage “linéaire par
morceaux” partiellement observés avec petit bruit d’observation qui apres un
changement de variables, peuvent s’écrire sous la forme suivante:

dX.](t) = bn(Xl(t))dt -+ B]QXQ(i)dt + andV,(t) + Glzd‘/g(t)
ng(t) = bgl(Xl(t))dt -+ 822X2(t)dt + Ugld‘/l(t) + Uzgd‘/g(t) (11)
dY, = hy(X\(t))dt +edW(t), Yo=0.

ot {X(t) = (Xi(t),X2(t))", t >0} est le processus d'état a valeurs dans IR?,
a estime: a I'instant ¢, au vu des réalisations jusqu'a I'instant ¢ du processus
observé {Y'(t), t > 0} a valeurs dans R. Les processus {(V{(t), Va(2))*,t >
0} et {W(t), t > 0} sont deux processus de Wiener indépendants a valeurs re-
spectives dans IR? et IR définis sur un espace de probabilité filtré (Q, F, F,, P)
tels que le systeme (1.1) soit vérifié. De plus, le parametre € est petit.

Le probleme est linéaire “par morceaux” au sens ou les fonctions mesu-
rables byy, by et h; sont définies comme il suit:

bhi:R - R

T — by(r)=1gn_(z)B; ¢+ 1g,(z)B] 7,
bR - R

T = by(r) = In (7)By, r + 1R, (1) B} @,
hi:IR - IR

r = hy(r) = e (r)l] o+ I, (0)HY o

On note h lz fonction d'observation, h : IR? — IR est donude par k(zy,7,) =

hi(z1).
On suppose que:

(H1) = X\(0) = 201 € R, X2(0) ~ AM{zp2, Qua) et X5(0) est indépedant des
processus de Wiener {V(2): ¢ >0} et {Wit): t >0}

(H2) : by est non injective: H}YH; < Q.
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(H3) : Le systeme est observable: By, # 0.
(H4) : o}, + 0}, #0.
(H5) : 0}, + 03, #0.

Sur R* xR (resp. IR™ xIR), le probléme (1.1) s’écrit comme un probléme
linéaire (P ) (resp. (P-) ).
On émet de plus I'hypothese suivante:

(H6) : Les systemes (P-) et (P;) sont stabilisables, i.c. il existe une matrice
(2,2), L, (resp. Ly), telle que la matrice B_+oL_, (resp. By +al,),

est une matrice stable, avec
Bt B oy o
By = I i oz}
BY; Bz J12 022

Dans le probleme linéaire (P, ), (resp. (P-)), la composante X,(t) du
processus d’état est directement mesurée. Dans la suite de notre propos, par
abus de language, nous la qualifierons également de composante “directe-
ment” mesurée pour le probleme (1.1).

Notre but est de construire un filtre sous-optimal en dimension finie facile-
ment calculable et d'obtenir des résultats asymptotiques lorsque ¢ tend vers
zéro.

Récemment, plusieurs problemes de filtrage non linéaire partiellement
observés avec petit bruit ou avec petit bruit d’observation ont été étudiés
(cf.[11], [6],[14], [9]). Dans[11],J. Picard énonce des conditions sous lesquelles
Perreur de filtrage (i.e. I'erreur quadratique minimale) tend vers zéro lorsque
le bruit tend vers zéro et montre que dans ce contexte. le filtre de Kalman
étendu est efficace. Cependant, dans le cas ou uniquement le bruit d'ob-
servation est faible, une des conditions se traduit par 'injectivité forte de
la fonction d'observation. Dans {14] et [9], les auteurs s'intéressent a des
problemes particuliers ot la dynamique du systéme est modélisée par un
processus de diffusion de dimension 2, le processus d’observation unidimen-

sionnel et la fonction d'observation est injective par rapport a la composante
“directement™ mesurée. A.J. Krener considere dans [6], un modele avec pe-
tits bruits de dynamique et d’observation pour certaines composantes. La
non linéarité du systeme dépend uniquement de ces composantes qui peu-
vent étre rapidement estimées de facon précise et la fonction d’observation
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est supposee lindaire. Par un changement de probabilité, il montre que dans
ce type de situation, le filtre linéaire est asymptotiquement optimal.

Dans notre probleme, la fonction d’observation est non injective par rap-
port & X;(t), mais notre étude s’apparente a celle de A.J. Krener au sens ol
la non linéarité du systéme dépend uniquement de la composante X,(t) que
nous pouvons estimer rapidement et de fagon précise sous une certaine “hy-
pothése de détectabilité”. En effet, sous I'hypothese (HD1): |H[ | # |H},
une procédure de tests semblable a celle décrite dans les paragraphes 3 et 4
du chapitre I, (voir également [1}), permet de déterminer les intervalles de
temps durant lesquels X(t) ne passe pas par zéro et sur ces intervalles, de
décider de son signe avec une probabilité proche de un quand ¢ est petit.

Sur les intervalles de monotonie de la fonction h;, le probleme (1.1)
s'écrit comme un probléme linéaire avec condition initiale non gaussienne.
Les diverses études sur le comportement asymptotique du filtre de Kalman-
Bucy associé a4 un systéme linéaire partiellement observé quand le bruit
d’observation tend vers zéro (cf. {12], {10}, [4], [7]) mettent notamment en
évidence que sous les hypotheses émises, la composante du filtre correspon-
dante a X,(¢) est a “mémoire courte”, contrairement a celle de X,(¢) non
“directement” mesurée,

Ainsi, uniquement la condition initiale de X,(¢) est sans importance et
donc sur les intervalles de monotonie de la fonction hy, uniquement X,(t)
pourra étre estimer précisemment par un des deux filtres de Kalman-Bucy
(FK_)ou (FK,) associés resp. aux systemes (P-) et (P,). Dans le case =
0, la différence de comportement des deux composantes du processus d’état
est parfaitement illustrée. Nous nous inspirons de cette étude pour proposer
sur un intervalle de temps {0, 7}, sous 'hypothese (H D1), un filtre approché
pour X(t) a partir d’'une procédure de tests et des deux filtres de Kalman-
Bucy (FK_) et (FIK,). A laide de ce dernier, nous construisons un filtre
pour X,(t). On montre que I'erreur d’approximation est asymptotiquement
optimale.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante:

Dans le paragraphe 2, on étudie le cas ¢ = 0. Dans le paragraphe 3, on
donne quelques résultats préliminaires sur les filtres de Kalman-Bucy (F/_)
et (FK,). Dans les paragraphes 4 et 5, on présente de fagon succincte la
procédure de tests permettant de décider du signe de X (¢) sur les intervalles
de temps durant lesquels X,(t) ne passe pas par zéro et de déterminer ces
intervalles avec une probabilité proche de un quand ¢ est petit. Dans le
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paragraphe 6, on propose sur un intervalle de temps [0,7], un filtre sous
optimal pour estimer X (t) et on montre que lorsque € tend vers zéro, erreur
d’approximation commise tend vers I’errcur quadratique minimale dans le
cas € = 0. On obtient une majoration de la vitesse de convergence. On
conclut dans le paragraphe 7.

Notation 1.1 On notera c ou C, les constantes indépendantes de € dont les
valeurs sont sans importance.
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SAPONGE

2 Lecase=0

On considere le modéle suivant:
dXi(t) = bu(Xi(2))dt + B2 Xa(t)dt + 011dVi(t) + 012dVi(2),
dXa(t) = bu(Xi(t))dt + BpXy(t)dt + 05dVi(t) + 022dV5(t),  (2.1)
¥y = h(Xi(t)),
avec les hypotheses et les définitions établies pour le systeme (1.1).
Soit 6 > 0, on introduit une suite de temps d'arrét {r;, k € IN};

To = 0
e = inf{t>mn_+6tq.yt)=0}, k>1,
et on définit les événements:
A (e 4 8,mi1) = {Xi(t) S0; e+ 8 <t <7 )
Ag_('fk + 6, Tk+1) = {X](t) 2 0, T + ) S t S Tk+1}.
Sur A% (14 + 6, Tes):
W) = Whn+s = (H7 ) (0], + o) (t — 7 - 6).
Sur AS (7% + 8, 7xy1):
W) = Whnss = (H) (o} + a1 (¢ = 7 — 8).
On pose
Pl = (H7)of, + o),
ML = (H)ol +0h).
Ainsi, sous I'hypothese (H D1) : |H,+| # lll,‘l, pour t € {1 + 6, Tiyy], la
variation quadratique de y(t) permet de décider du signe de X(t).
Soit mg = [— + 1, sur Pintervalle [0, 7], X,(t) peut étre estimé par le

6

processus {X2(t); 0 < t < T} défini de la manicre suivante:
mo
X2t = 3 Ynasire,(t) [ L)~ (0hegas=T2 (t=rp =) Yo/ HT
k=0

F ()= (Wry 46212 (= re-8)) y:/ll,*] :
X0) = zo. (2.2)
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On remarque que pour ¢ € [ + 8, Tkq1], X1(¢) est calculé de fagon exacte.
Il n’en est pas de méme pour la composante X,(¢).

Dans un premier temps, introduisons le processus {MZ2(t); ¢ > 0} avec
MI(t) = E(X2(8)|X) et A} = o(Xy(s); 0 < s < t). Si nous considérons
le processus {X;(t);t > 0} comme l'observation, on obtient un nouveau
probleme de filtrage:

dXz(t) = Bzngz(t) dt + b’ll(Xl(t)) dt + 021dvl(t) -+ UgngQ(t), (2 3)
dX,(¢) B Xa(t) dt + by (Xi(1)dt + ondVi(t) + oradVi(t),

avec comme condition initiale X;(0) = zo; € R et X3(0) ~ AM(zg2, Qo2)- On
pose

2 2 2
fi = o +oi,

2 _ 2 2
f: = ontoy
fiz = onon + opon.

D’apres U. Haussmann et E. Pardoux [3], (voir aussi R.CH. Liptzer, A.N.
Shyriaev [8]), les hypothéses émises et le lemme 2.7 chapitre I, 1a loi condition-
nelle est gaussienne. Elle est notée M (M2(t), R3,(t)) ou {(MJ(t), R3,(t)); ¢t >
0} est 'unique solution forte du systeme différentiel

((dM2(t) = (B M2(t) + by (X, (t))] dt
+RO() [dX () — (b (Xa(t)) + BuuMI(t)) di],
MZ(0) = o2,
avec NKOt) = 7.’;,([{” (t)Biz2 + fi2), (2.4)
[.‘)’(2)?([) = 2 (822 - By, ) RY, () W
| R(0) = Qo:-

Remarque 2.1 Ce filtre a la méme “allure” qu’un filtre de Kalman-Bucy.

Remarque 2.2 Si nous considérons un nouveau processus d'état du filtre
défini par
MO(t) & MO(t) - KO(t) X, (1),

nous évitons la différentiation du processus {X(t); ¢ > 0}. (Cf. [10]).
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Le systeme (2.3) étant supposé observable ((H3) : B2 # 0) et com-
mandable ((H5): f? > 0), on a:

. _lfnloo R(t) = By, > 0,

ol R3, est solution de I’équation algébrique de Riccati associé a (2.4).

R, = (322 _Balu R ) (2.5)
1

B, f
By f 12) ( S 12)
A= |By - > 0. 2.6)
(Ba-252) + 5 (2 - 5 (
On obtient une expression explicite pour la matrice de covariance R2,(t)
=R 2‘3_2‘\/51'31 VA(Qu: ~ ) (2.7)

*F VA + Bh (Qor — RG)(1 - cV3)"

On s’inspire de ce qui précede pour proposer un filtre approché, X3(t) au
filtre optimal de X5(t) que nous noterons XJ(t). D’apres la remarque 2.2, on
a

X9(t) = X2(t) + K°(t) XO(¢), (2.8)
ou K°(t) est donné en (2.4) et le processus {Xg(t); t > 0} est défini par

LX) = [Ba - KOt)Bu) X3(t) + bu(XO(1))
—K°(8)bu (X9(2)) = KOO XY(t), (2.9)
X30) = zg.

Remarque 2.3 Etant donné que o(y,; t >0) C X!, on a
EIMJ(t) — Xo(t)]* < EIX3(t) — Xa(t)
De I'égalité E|MJ(t) — X,(1)|* = R3,(t), on déduit 'ordre de grandeur suivant
E|X0(t) - X,(t)]* = O(1).

Estimons les erreurs d’approximation.
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Théoréme 2.4 VT > 0, il existe 6, > 0, ¢ > 0, tels que Y6 & (0, 6),

E|X)(t) - Xy () < c§, (2.10)
E|X3(t) - M3(1)F < cé, (2.11)

et
E|XJ(t) — Xa(t)]? < E|XO(t) = Xo(t)? + c 62 (2.12)

Preuve Considérons la différence Xy(t) — X?(t).
- mo
Xl(t) - X?(t) = E l["ku"’k+6[(t)X|(t)'
k=0
Etant donné que X(7x) = 0, pour ¢t > 7, X, (t) s’écrit:
¢ t
X\ (1) = / bia(Xi(s))ds +/ Bus(Xa(s))ds
Th Tk
+ou(Vi(t) — Vi(m)) + aia( Va(t) — Va(7i) ).
2

mo
3 Y (DX1(2)

=0

E

< E [:iji I(Tk-7k+6[(t)'xl(t)l2]

=0

mo
< 8 sup Xi () + cE {E Lnmrs[Vi(2) ~ Vx(Tk)lz}

+cE [Z Lrem+s((8)Va(t) - V'Z(Tk)'2] :
k=0
Vu que E (5“1)(0,71 IX(t)I?) < C(T), il suffit de traiter le second ou le troisieme

terme. En conditionnant par F,, et en utilisant I'indépendance de Vi (tA (7 +
8)) — Vi(7i) avec cette tribu, on obtient:

Lk=0

E Zo 1[’»&«#6[“)“’3(!) - Vl(Tk)lz}

< E LZ Lopras((GII{E A (e + 6)) — Vl(Tk)|2]
k=0

S B gDt A (1 + 8) — )} <6
LE=0
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On en déduit la majoration suivante:
EIX2(t) = Xa(O)F < ¢+ o(T) 8 (2.13)
Estimons E|XJ(t) — M2(¢)?.
On pose f; = —By; + K°(t)By2. D’aprés les expressions (2.4) et (2.7), il
existe to > 0 tel que Vt > ¢, B; > 0 et K°(t) est borné uniformement en ¢.
EIXS(t) - MO < 2EIXY(e) — M) +2E|Xa(t) - X2(0)P.

D’aprés (2.13), il suffit de considérer le premier terme.
BO-80 = [ e LA (X6) - ba(Xi(s))] s
= [ b (X0(6) - bu(Xu(s))l ds
- [ e B RIX06) - (X9 ds.

Des inégalités suivantes

B2y (X2(s)) = bar( X1 (s))I* < sup(|Bi |, 1BAI) Y 1prsmtat(D)1Xa (),
k=0

lb1s (X7()) = bun(Xa())* < sup(|B |, 1B, I)’Z L mers( (D1 Xa (s))

k=0

et de la majoration (2.13), on obtient
E|X3(t) ~ M) < c6+¢(T) 6. (2.14)

On en déduit (2.11).

Comparons maintenant E|XJ(t) — X,(t)|? a Perreur de filtrage ic. a
E|X2(t) — X5(t)]. Si on note ll2 la norme dans L?, on obtient (2.12) en
utilisant l'inégalité triangulaire

I1X2(t) = Xa(6)ll2 S 1X3(2) = MOz + M3(2) = Xa(t)]]2,

la majoration (2.14) et la remarque 2.3.
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3 Les deux filtres de Kalman—-Bucy utilisés
pour estimer X;(t)

Sur un espace de probabilité filtré (2, F, F,, P*), on considére le probleme
linéaire (P, ) suivant:

dX(t) = B,X(t)dt+ odV*(t),

{ dY(t) = H_X(t)dt+edW(1),

ou {V*(t);t >0} et {W*(t);t > 0} sont deux processus de Wiener stan-

dards a valeurs respectives dans R? et R, sous la loi P*. Les matrices (2,2),
B, et o et la matrice (1,2), H, sont définies par

— Bl+l By, _{ on 032
B+—(B;1 Bz 7= on 022

H, = (H},0).
On suppose que les hypotheses (/1) a (H6) sont vérifiées.
Construisons le filtre de Kalman-Bucy (X*(t), R%(t)), correspondant au

systeme (3.1). D’apres les hypotheses ( H3) et (}H6), l2 systeme est observable
et stabilisable donc

(3.1)

et

dm B = By

et la matrice By — SRS (H})? est stable. (CI. [13]).
Prennons pour loi initiale du filtre N'(zq, RS ) avec 1o = (24, 70z)" ot %,
la matrice de covariance conditionnelle stationnaire

B = ( m R
=y my )

ou Bt >0, Ry >0 et Bi;t sont solutions des équations suivantes:

0 = 2BL R + 2Bl + fi - S(HFRGTR.

0 = (Bf + Ba)Ri + Buls + BLRY + fie (3.2)
~S(HIYRG R -

0 = 2BiR; + 28,15 + f3- ;l’i(”r 1i+)2-

On obtient le lemme suivant:
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Lemme 3.1 Sous les hypothéses (H2) a (H6), pour ¢ suffisament petit, on
a:

1)
R =eRf + By (3.3)
avec \/F
Rf = T >0 et Rt <O (3.4)
[
2)
Ry = eRh + Ry, (3.5)
avec
R—BH’il\} ¢ R <O (3.6)
3)
Ry = Rh+ Ry (3.7)
avec
f B
R}, = éim; im+J">o (3.8)
B B? f
= [os- 25t S [ )

Ry < Oe).
Preuve D’apreés le systeme (3.2), sous les hypothéses (H2) et (#3), il existe
g9 > 0, ry. 13, 12 > 0 tels que Ve € (0, €0},
Ri‘f S Ery, Ii;'+ _<_ ry et i[{::;' S Ery2 -

g . Ri Ryt
Donc, il existe une sous-suite de =4 , RS et —12- qui converge quande — 0.

Or, toutes sous-suites convergentes de -11— Ry et -—11- ont respectivernent
pour limite R, >0, Rf, >0 ct R}, solutnons du systeme suivant:

0 = fI-(I}RY)?,
0 = Bl fis - (HF)RLRY,
0 = 2BnRY+ f7- (HYRL).
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De la résolution de ce systéme sous les hypotheses (H;)-(H5), on déduit les
résultats énoncés dans le lemme.
a

Remarque 3.2 La matrice R, est égale & la matrice de covariance de X5(.)
sachant X! dans le cas ot € = 0.

_ Soit X *(t), l'espérance conditionnelle de X(t) sachant Ji, le processus
{XH(t) = (XF(t), X7 (t))*; t > 0} est solution de 'équation différentielle
! stochastique suivante:
((dXH(t) = (Bj, - LKFHY) X (0)dt + B X5 ()dt + LG hy (X, (2))dt
+ KW (1),
}:';((0) = Zoi,
dXF(t) = BpXf(t)dt+ (Bf — LKFHY) XH(t)dt + LG (t)hy (X, (t))dt
+KHdW(t),

X?(O) = To2,

(3.9)
ou le processus {W(t); t > 0} est un processus de Wiener standard sous
la ot P et la matrice K est égale a ¢ fois la matrice gain,

Kt 1 [ RyYHY
Ke=1{ 4 ] == +y+ ]
K e \ Ry H;
Ainsi. d’apres le lemme 3.1, on a les ordres de grandeur:

K}
K <

(13, (3.10)
(1). (3.11)

i

0
0
On montre le résultat préliminaire suivant:

Lemme 3.3 VI' > 0, il cziste ¢ >0, C > 0 tels que

limsup E (exp {csup lX*(t)]z}) <C.

¢ 0 f0.7]

Remarque 3.4 On précise ue E désigne I'espérance par rapport a la loi P.
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Preuve

~ ¢ t ¢ t ¢
RH(t) = eMrigo + 1 / MUV R(X,)ds + / M-I K AW (s),
£ Jo [}

avec
p _ [ Bl - iKiHE 3,2)
Y\ Bf - 1Kk}H} By

Soit ¢, la solution de I’équation matricielle :

¢ = Ad, o= 1

Py = eht,

On vérifie que les valeurs propres de la matrice A% sont d’ordre O(1) et
O(2). Ainsi, la stabilité de la matrice implique: il existe g > 0, A > 0 et
C > 0 tels que V0 < ¢ < &,

[eA+t=0)) < Ce=t=0) g <5< t.

Sachant par le lemme 2.7 chapitre I que pour tout T > 0 il existe ¢ > 0,
C > 0 tels que

E (exp {csup IX(t)]z}) <C, (3.12)
[o.7
on montre facilement qu’il existe ¢g > 0, ¢ > 0, C > 0 tels que Ve € (0, &),
E (exp {cezsupi)?*(t)l’}) <C. (3.13)
{0.7)
On en déduit le résultat intermédiare suivant:
E (exp {u sup|X+(t | }) C. (3.14)
(0.7}
Etablissons la majoration suivante:
limsupE (exp {csup | Xt ]"}\ <C. (3.15) :
¢ -0 f
L15
?}‘3

Bk




P -

N 1 t .
X:(t) = 6.-:’\'('“’)-'1'01 + 322/ emé'\'(t")X?“)ds
l t
+= / e~ H g (X (5))ds
Comln(t-0) gt \
+/ e~ =D g aW(s), (3.16)

avec \; = —e B + K} H} > 0 pour ¢ suffisamant petit, d’aprés (3.10). On
a donc I'inégalité

sup [XF(OF < dlaoil? +4¢*| Byl sup |XF (1)
0.1 {0.7]

t 1 .
/ e~ N0 gk aw(s))|.
0

+4ksup | X, (t)[ + 4sup
[0.T1] {0.7]

Le premier terme est déterministe. On traite le second et le troisieme terme
respectivement a 'aide de (3.14) et (3.12). Par un raisonnement similaire a
celui effectué dans la démonstration du lemme 2.8 chapitre I, on montre qu’il

existe ¢ > 0, C > 0 tels que
N
} ) < C.
On en déduit (3.15).
Pour démontrer le lemme, il nous reste donc a établir le méme type de

majoration pour X3 (t). En posant Z, = A (X.(t)) - Hf X}(t), on obtient
les équations

t 1
[) e~ PN g (s)

limsup E (exp {csup
e — 0 {Oln

dXHY) = BRXF(O+ BuXPOdi+ LKF 2t 4 Krawis),
) (3.17)

dXHE) = B XF()dt+ Bf X} (t)dt + él({Z,dt + KFdw(t).
(3.18)

D’apres (3.4), K # 0, et on a I'égalité suivante:

1 . ) :
22t = — (aXF() = BRAF(O)dt = BuX}(0)dt - KFaw (D). (3.19)
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En portant (3.19) dans I'équation (3.18), on obtient

A K}
dXt() = (Bzz - 7(—312) X7 (t)dt

K3 o+ KY 1%+t
+ (Bu K7 B )X, (t)dt + K*dX (t).
On note § = —By + %Bn. Les résultats du lemme 3.3 impliquent: 8 > 0,
1
pour € suffisamment petit.

XHt) = e Pt-igy + (Bn - 1’?’; B+) / e = X (s)ds

g: / A=K (o). (3.20)

e

D’aprés (3.15), il suffit de s'intéresser au troisieme terme. Par intégration
par pariies, on obtient:

¢ . R
/te”g("")de(s) = X{(t) - zoe””*

t -
+8 / e=Pt=) X ¥ (5)ds.

On déduit donc, de la majoration (3.15) 'existence de ¢ > 0 et C > 0 tels
que

¢ -0

limsupE (exp {csup |X+(t)|7}) <C.
0.7}

a

Les resultats que nous avons démontrés dans ce paragraphe pour le filtre
de Kalman-Bucy (FK,) s’adaptent sans probléme au filtre (#K_).

Remarque 3.5 Les équations (3.16) et (3.20) mettent en endence yue le fil-
tre X;(t) correspondant 4 la composante X, (¢) a une “mémoire * décroissante
quand ¢ tend vers zéro contrairement a celui de la composante X3(t) non “di-
rectement” observée. Par la suite, les filtres Kalman-Bucy (FK_.) et (FK,)
n’étant utilisés que pour construire un filtre approché pour X,{¢), la con-
dition initiale du filtre est sans importance. Ceci justifie le choix d’une loi
initiale avec variance conditionnelle stationnaire.
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4 Détection des passages a zéro de X;(t)

On s'intéresse premierement anx écarts |hi(X;(t)) — HP X7 ()] et
[h1(Xa(t)) ~ HY X (2)].

Proposition 4.1 V9 > 0, Va € [0,3), Vv € (2a,1), Vu € (0,1), il eziste
k>0, e > 0 tel que Ve € (0,0},

[E”JI 1
(]

Remarque 4.2 la durée ¢* avec pu € (0,1) représente le temps nécessaire
pour que la différence initiale n'est plus d'influence.

Preuve Les deux majorations se démontrant de fagon similaire, on con-
sidére uniquement la seconde. D’aprés la formule d'It6-Tanaka (5], on a:

dhy (X1 (1)) = hy (X1 (8))dX (L) + %(H," — HDYALO(X,).
ou
o h; est la dérivée a gauche de h;.
hy(z) = H] 1gx,<op + H 1 (x50}

o Le processus {LY; t > 0} est le temps local de la semi-martingale X.

D’autre part,
dHFXF(t) = HFBRX}()dt+ H} B, X3 () dt
1 .
+=HY K}HdY, - H} X} (t)dt).

[11-18




On pose Z; = hy(X1(t)) — Hif X} (t). On obtient
Z, = ez, +/ -1ae-a),
+f e-%*“-"(oudv,(s) + o1dVi(s))
L e ENt-0)
=gy,
+)\/0 e
¢

+%(11,+ —HY) /O e~ eM=g 0 (4.1)

avec
o A= HYK} >0,

o @ = hy(Xy(1) [b1a( X1 (1)) + BraXa(t)] — Hi B X} (t) — H Bio X3 (1)

On considere les termes de droite de I'égalité (4.1) séparément.

A
} |Zo].

Vu que Z, est déterministe, pour ¢ suffisament petit, on a

A 7 O
f:xp{--61 p} Zo| € -

En utilisant le lemme 3.3, on traite les autres termes par un raisonnement
similaire a celui de la démonstration de la proposition 3.1 chapitre I, et on
obtient le résultat demandé.

sup |e”*MZ,| < c*(p{
[e+.7)

o

Soite, >y >0.0<ax< % ct 0 < p < 1 choisis, on introduit les temps
d'arréts suivants:

b _

5 = 0.

8 o= inf{t > 7h_, tg. (X)) 2 e} AT, k>0,
7 o= inf{t> 71 tg | XF ()] Sae®} AT k>0.

On définit les événements:

AR = A(ro) = {X(8) > 0; 72 <t < 7P,
AL = AL ) = (X)) < 0; 7 <t <ab).
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Théoréme 4.3 Va € [0,3), Vv € (2a,1), il existe €0 > 0, ¢ > 0 tels que
Ve € (0,e0], VE € N,

P (A4 U ARY) e,
Preuve Il existe 8 > 0 tel que
(AL Uty c {[sug b (Xa(t) - HE X (] > Oe“}.
0,7

Le résultat découle alors de la broposition 4.1.

[11-20




5 Le test de la variation quadratique

Nous supposons que I'hypothese (HD1): |H| # |H | est vérifiée. On
représenie par ¢* avec § > 0 et 0 < u < 1, la durée minimale d’un intervalle
de monotonie {2, 7¢] pour qu’une décision puisse étre prise avec une proba-
bilité d’erreur donnée. Les valeurs de § et u sont & déterminer en fonction
de cette probabilité d’erreur.

Soit m = [6c*~' + 1. Pour k € IN*, j = 0,...,m, on introduit les
notations suivantes:

T; = TL +j€
. 1
o= (V) = Y(r)

.k _ l Ty41
$ = - / hy(Xi(s)) ds,
wf = W) - W(n).

k

On note que §; = st + wk.

Remarque 5.1 E(@f)? =e.

On pose
1 = k ky\2
Zk-_-;: Z (37;+1—3]1),'
= 1=0,) pasr
Sur A n{rt—7f > &er}
1 m-2
Ze== 3 (a5 +8)
220 pasr
avec
k 1 " Ty41 i/
o = / (013 (Vals + €) = Vi(s)) + o1a(Vals + €) — Va(s))]ds
[ f)
)y, —
k Loy [T pote o )
By = :”1 / / (B Xy (u) + B, Xo(u)) duds.
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On note que le vecteur aléatoire o suit une loi normale N(0, 2¢(1+3I7))
avec I} = (H{)* (o}, +0},) et que la sous suite {a}, j pair} est une sous suite
de variables aléatoires a valeurs dans IR, indépendantes et identiquement
distribuées.

Quand ¢ — 0, montrons les convergences suivantes en probabilité:
Sur A% N {r} — 72 > 6e¥):
1
Zy — 1+ ~I?,
3
Sur A% N {7} — 12 > se¥):

Zy -1+ %I‘i
Ainsi sur {rf —7¢ > 8¢*}, sous 'hypothese (H D1) , il sera possible de choisir
le signe de X;(t) pour 7¢ <t < 7} au vu de Z;.

Lemme 5.2 Soit 6 >0, u € (0,1), V0 > 0, ol existe g > 0 et ¢ > 0 tels que
Ve € (0,¢0], Vk € IN®,

F ({!Z" —(1+ %Fi)l 2 9} nA n{rf -2 > 56“}) < e,
P ({,Zk - (1 + %I‘Z), Z 0} n A’: N {TZ _ TZ > 65“}) S e‘c/fa‘

avec B = = A (1 - pu) a

(SRR

Preuve La démonstration est similaire a celle du lemme 4.1 chapitre I (voir
également [1] [lemme 1.1}).

Construisons le test de la variation quadratique:
On suppose que (H)? > (H[ )% On définit les événements tests suivants:

2 2
Q (1t 1) = {Zk < (1 + —————FJ" Z F_)}

I [?
Qi Qi(TE’T£)={Zk2 (l+ +: —")}

D

Q*

I
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Théoréme 5.3 Soit § > 0, pu € (0,1), a € [0,3) et v € (2a,1), il eziste
€0 > 0 et ¢ > 0 tels que Ve € (0,¢q), Vk € N7,

PA(8, 78 nQ A {rh —rp > 8ek)) < 7,
P(A (8, ) NQE 0 (rb — 18 > der}) < e/,

avec f =1 A(1 —p)A(y - 2a).

Preuve

(Ayn@in{-r>8*}c  (ALuAyy
U A n@kn{m -1 > b}

Donc, d’apres le théoreme 4.3 et le lemme 5.2, on déduit le résultat.
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6 Construction du filtre approché
On s’inspire du cas € = 0 pour construire un filtre approché du filtre

optimal. Notre but est d'obtenir des résultats asymptotiques. On définit le
processus {Xy(t); 0 <t < T} de la maniére suivante:

Xit) = il[f;ﬂg](t)l(f:qpsw} {lqixf(t) + IQ:)A(,*(t)] ;

X:(0) = zo;. (6.1)
On note que le filtre proposé est non adapté et discontinu.
Remarque 6.1 Sit € [r?, 7], |X{(t)] > e

Remarque 6.2 Sur t € [r}_,,7¢], Xi(t) est proche de zéro avec une proba-
bilité proche de 1 pour ¢ petit. On 'estime donc par zéro.

D’autre part, sur [r¢, 78 + 6¢#], X1(t) est proche de ¢, €* avec un proba-
bilité proche de 1 quand ¢ est petit. Nous 'approchons également par zéro.

En utilisant la remarque 2.2, on pose
Xa(t) = Xa(t) + K°(1) X, (1), (6.2)

avec K°(t) donné en (2.4) et le processus {X,(t); t > 0} défini par

%Xz(l) = [Ba ~ KBy Xa(t) + bau(X:(2))
- Ko(0)bu(X,(1)) ~ K1) X (1),
Xa(0) = zoa. (63)

Montrons que lorsque ¢ tend vers zéro. 'erreur d’estimation tend vers
Verreur de filtrage correspondante au cas ¢ = 0.

Nous rappelons que les valeurs a et g interviennent respectivement dans
le test de détection des passages a zéro de X(t) et le test de la variation
quadratique et sont a déterminer pour une probabilité d’erreur donnée.
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Théoréme 6.3 Soit a € [0,1), p € (0,1), VT > &*, il existe €0 > 0, ¢ > 0
tels que Ve € (0,0}, Vt € [e*,T),

E[%y(t) - Xu(t)| < ce?er, (6.4)
E |X2(t) - M;’(t)l2 < cg?len), (6.5)
E|Xy(t) - Xo(t)] <EJX3(0) - X0 +ceo™. (6:6)

Preuve Intéressons nous premitrement 2 la différence X, (t) — X;(t).

E|Xi(t) - X, (t)]?

< 4E ill U Y S ns Y |X‘(t)—X,(t)[’}
+ 4E i gl (D)L (rp s> semy 1gh |XF(t) - X!(t)[z]
+ 4E i =3 51(5)1{1k_1°<s=»}|X1(t)lz]
+ 4E i:: e (t)|] (6.7)

1}€T terme:

(oo
E 1> Lo (1 (o rpsseny Igr IXT (1) = X, (¢ )|}
Lk=1.

IN

E Z l[r,“‘.r:](t)l(fk—rk >6c“}lQ" n(Ax )CIX t) -X (t)l }
Lk=1

+ E Z l[ff.r,f](l)l{rk-rk >6¢“)1A" l’\ ( ) - 'Xl(t)lz] .
Lk=1

1/2

S S BOmao) (-t > w100t et

k=

-

1/2

[EIX7 () - xu(0))Y]
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i 1 ‘- :'«,00 - - N e - ", 1
+ r};ﬂ;E g;l Lo (D1 (o -agssenyban I XT(8) = (X (D))
< ce-—clt" »
1 [ e 2]
+ m;:!-;E Jg Liop {81 it rpsgen) Lar LT XT(8) ~ ha{ X1 (2))]

avec B = 2 A(1 —p) A(y = 20),2a < v <1, d'aprés le théoreme 5.3 et la

finitude des moments de tout ordre de X;(t) et X[ (£), pour t € [0,T].
D’autre part, soit @ > 0, en utilisant, la proposition 4.1, on obtient:

E {Z Yoo {t)1g2 rassenylat [y X7 (t) ~ hl(xl(t)”z}
k=1

S 0262(:
) 1/2
+ P ({[su’[l)ﬂ [Hy X7 () - he( Xait))] > 98"})
e, T)
" !
(B X7 () - Ot
< B 4 cem T,

21€ME topme:  Par un méme raisonnement, on montre que

o0

E [?;: Lo {8 (g sseny T 1X7 (6) = X i}!z} < e 4 el

31€MME torme:  D’apres la propositien 4.1, il suffit de majorer
oo
; N £p0i2
E [.2—:‘ 1{,;,f;j(t)l{r:-rggag..;l{wpi,‘,'n {”;}Xf(!)-hl(xt(gnlsgzo} IXx{t,¥§ } .

Or, sur P’événement {supk,.'n [HEXF(t) = hy( X (1)) < (}e"}, on a:

Xa (0] < el XF ]+ 0e. Ve, T).
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Dlsa,

=]
E [g“l Yot ()1 (rpn 00 Mgy 17 £ 0= ma X ipien} (KB

. 1& - ~
< Pe 4B [Z 1[,;,fg,(t)1(,¢-,;sw1x,+(t)F}‘
k=1
D’apres (3.16), X7 (t) s'écrit

A [y~ ( t
Xit)y= e Fgeey %l a e~ F-Ih( X, )ds
k

t
+ K / c"éc*(’“’)dW,, t e 2,7l
T

En traitant séparément les termes de droite de cette expression, on montre
que pour ¢ suffisament petit,

o
B |E 1Ot s KEOF] S0, (69
k=1

gieme ¢ormo. D’aprés la proposition 4.1, il suffit de s’intéresser a
3
' 2
E Lz'-:l 1]";?..:»7:((01 {Bupgen 1y 1HF XFHO-R1 (X1 (1))I0e } X ()] ] ’

Vu que sur I’événement {supk,._T] HF XH(E) = (X ()] £ 06"},

X0 S clXi(0)] + B
< cee® +0e*, Ve,

on a
o 2 2
E LZ_:‘ Yttt {017 53 0= (3 Ois0ee } K (D) ] S e

Ainsi, la premiere majoration (6.4) du théoréme est démontrée.
La seconde s’obtient par un raisonnement similaire en utilisant l'inégalité

1 Xa(t) ~ MP(8)] < | Xa(t) = MP(0)) + KO Xa(8) = X (0)]. -

Enfin, par la remarque 2.3 et (6.5), on établit la majoration {6.6).
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7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un probleme particulier du filtrage
linéaire par morceaux dans le cas ot 'erreur de filtrage n’est pas asymp-
totiquement nulle lorsque le bruit d’observation tend vers zéro. La par-
ticularité de ce systéme réside notamment dans le fait que sa non linéarité
dépend uniquement de X (t) qui sous “’hypothese de détectabilité” (HD1):
|HT | # |Hyt |, peut étre estimée précisement. Un filtre approché a été proposé
sur un intervalle de temps [0, T} On a montré que I'erreur d’approximation
de la composante X;{t) était asymptotiquement nulle et que celle de X(t)
était asymptotiquement optimale au sens ol, lorsque ¢ — 0, elle tendait vers
Perreur de filtrage.du processus {X3(t); t > 0} observé par {X,(t); ¢t >0} .

Ces résultats peuvent facilement s’étendre a un systeme multidimeisionel
avec dim' X ='n > dim Y = d, sous ’hypothése ker H_ = ker Hy C A,, ou
A, est ’hyperplan séparateur de I'espace R".

La généralisation au cas ou la partition de R™ est composée de [ polyedres,
l > 2, n’est possible qiie si les composantes correspondantes aux directions
de découpage sont “directement” mesurées. Donc, le nombre de directions
de découpage distinctes doit étre inferieur ou égal a d.

D’autre ‘part, il serait intéressant de considérer des modeéles avec petits
bruits de dynamique et d’observation sur certaines composantes du processus
d’état. On remarque par exemple, que lorsque 'hypothése (H4) n'est pas
vérifiée (cf. [9]) i.e. lorsque la dynamique de la composante mesurée n’est
pas bruitée, les filtres de Kalman-Bucy (FK_.) et (FK ) sont a “mémoires
courtes”. Cette situation s’apparente a celle traitée dans le chapitre 1. On
peut déterminer sous deux types “d’hypothéses de détectabilité”, (H D1) ou
(HD2), des intervalles de linéarité de la fonction h par des tests statistiques.
Sur chacun de ces intervalles, la condition initiale de la loi conditionnelle
étant sans importance, le filtre de Kalman-Bucy correspondant fournit une
“bonne” approximation du filtre optimal.

Le méme type d’étude peut étre envisagée pour une fonction d’observation
injective par morceaux par rapport a la composante “directement” mesurée
en exploitant les travaux de W.H. Fleming et E. Pardoux [2].
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Résumé: ‘

Dans cette thése, nous étudions des problémes de filtrage linéaire par
morceaux avec petit bruit d'observation. En exploitant I’hypothese d’un
grand rapport signal sur bruit et la linéarité locale des systémes considérés,
nous proposons, sous certaines “hvpotheéses de détectabilité”, des filtres sous-
optifnaux facilement calculables construits a.1’aide de tests statistiques. Nous

obtenons des résultats asymptotiques lorsque le bruit d’observation tend vers
zéro,

Mots—clés:  Filtrage non linéaire
Systzmes avec petit bruit d’observation
Filtres approchés
Rapport de vraisemblance
Filtre de Kalman-Bucy
Calcul diiférentiel stochastique
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